erential- und 
gralrechnung 


THE UNIVERSITY 
OF ILLINOIS 


Return this book on or before the 
Latest Date stamped below. 


Theft, mutilation, and underlining of books 
are reasons for disciplinary action and may 
result in dismissal from the University. 


University of Illinois Library 


L161— O0-1096 


* 


5 


1 
x 


N 


* 
Se .. 


7 
N 
0 


FE 
IF 


Malſch VIII Tafel 1 


Gottfried Wilhelm Leibniz. 


= 2 8 N 


Sahl und Raum 


* und Übungsbuch der Mathematik 


für höhere Schulen 


in Gemeinſchaft mit 


prof Dr. Eugen Maey und Hans Schwerdt 


Studienrat in Bonn Studienrat in Berlin 


herausgegeben von 


Dr. Fritz Malie 


Studienrat in Frankfurt a. M. 


achtes heft 


Differential⸗ und Integralrechnung 
von Dr. Eugen Maen 


Mit 68 Figuren im Text und drei Tafeln 


| 7927 
Verlag von Quelle & Meyer in Leipzig 


25 


Be 


5 
5 


Vorwort 


De Stoff des vorliegenden Heftes über Infiniteſimalrechnung iſt in 
D erſter Linie nach ſeiner Derwendung gegliedert. Will man ihre Er— 
gebniſſe auch auf der Schule noch z. B. für die Phyſik nutzbar machen, jo 
darf man ihre Behandlung nicht auf das letzte Schuljahr verſchieben, 
ſondern muß ſie den Lehrplänen entſprechend auf dem Gymnaſium und 
Realgymnaſium in Unterprima, auf der Oberrealſchule in Oberſekunda 
behandeln. Die Mechanik gibt bei ihrer geſchichtlichen Entwicklung nicht 
allein die beſte Gelegenheit zur Einführung, ſondern der Unterricht in 
dieſem Fache erfährt ſelbſt die größte Förderung durch die Infiniteſimal— 
rechnung. Freilich kann man ſich für dieſen weck mit den einfachſten 
Anfängen begnügen. (A 8 1—7 und B 8 21—23.) Dieſe Rückſicht, das Not⸗ 
wendigſte zuerſt zu bringen, gab Anlaß, manches anders anzuordnen, als 
es in andern mehr ſyſtematiſchen Lehrbüchern geſchehen iſt. 
Andrerſeits iſt die gegebene Anordnung methodiſch nicht bindend. Sie 
ſoll nicht etwa dazu veranlaſſen, zuerſt die ganze Differentialrechnung und 
dann erſt die Integralrechnung zu behandeln. Eine abwechſlungsreiche Der: 
bindung beider ſcheint dem Derfaljer ſowohl aus Kückſicht auf die Schüler, 
wie auch auf die Anwendungen, insbeſondere auch in der Phyſik am meiſten 


i \ förderlich. Aber gerade, um hier noch Freiheit zu laſſen, ſind beide Ge— 


biete in ihrer Darſtellung getrennt gehalten. 

Dias meiſte des hier behandelten Stoffes iſt im Laufe zweier Jahrzehnte 
vom Oerfaſſer im Unterrichte erprobt. Freilich gaben die neuen Ridht- 
linien den Anlaß, auch einiges neu zu geſtalten. Dazu kamen mancherlei 
Anregungen des Herausgebers, Herrn Dr. Malſch. Für dieſe und die Hilfe 
bei der Korrektur möchte ihm der Derfaljer auch an dieſer Stelle ſeinen be— 
ſonderen Dank ausſprechen. Ferner habe ich der Firma R. Reiß, Lieben— 
werda i. S. zu danken für die Überlaſſung des Bildes eines Planimeters, 


dem mathematiſchen Seminar der Univerſität Bonn für die Überlaſſung 


der Vorlagen zu den Bildern von Newton und Bernoulli. 


HBonn, Dezember 1925 E. Maey 
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A. Differentialrechnung. 


1. Abſchnitt. 
Die Grundlagen. 


§ 1. Die mathematische Funktion. 


I. Iſt y derart von x abhängig, daß jedem Werte von x ein oder 
mehrere getrennte Werte von y entſprechen, jo nennt man y eine Funktion 
von x. Eine weſentliche Aufgabe der Infiniteſimalrechnung iſt die Unter- 
ſuchung der Funktionen. Daher beginnen wir mit einem Überblick über 
die Funktionen, welche wir ſchon in der Algebra und Geometrie kennen 
gelernt haben, und ſtellen alles, was wir davon im folgenden als bekannt 
vorausſetzen, zuſammen. Wir haben bereits früher! die lineare Funktion 


y=ax-+b 
und die quadratiſche Funktion! 
‚y=ax’+bx-+c 

genauer unterſucht und die Begriffe des Steigens und Fallens auch an 
ihren Schaulinien eingehend verfolgt. Je höher der Grad der Funktion 
iſt, um ſo mannigfaltiger wird ihr Verlauf, wie das Beiſpiel 
I y=x°— 3x 

| (Sig. 1) zeigt. 
Alle dieſe Funktionen haben die allgemeine Form 

y = a xn = a1 X 1 ＋E a x= E.. . E m-ıX + a. 

Derartige Funktionen nennt man ganze rationale Funktionen. 

II. Tritt aber die Veränderliche auch im Nenner auf, ſo nennt man 


die Funktion rational gebrochen oder kurz rationale Funktion. Sur 


in Erläuterung betrachten wir einige Beiſpiele: 


— 0 
9 


5 i Sahl und Raum, heft 1 und 2. 
malſch, Sahl und Raum VIII 155 


Die erste Besonderheit die uns an der kurve n 20 af it, 
die Funktion für Xx = 


5 


914 1. Keubiſche parabel als Bild 
der Funktion 9 85 X — 3x. 
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Sig. 3. Bild der Sunktion N 1 | Sig. 4. Bild der Sunktion y: 
. zwei polen = 21 und ＋ ). Be mit einem 1 5 Xx 


N * N Wins J e 


§ 1. Die mathematiſche Funktion 8 3 


Die Funktion y- 1 
bat zwei ſolche Unſtetigkeitsſtellen Sr 5). 

Aber auch die Funktion 

1 
| | Jar | 

iſt bei x —= — 2 unſtetig, da ſie hier unendlich wird, wenn fie auch nicht 
wie die beiden vorigen von — co auf 4 00 ſpringt (Fig. 4). 

III. Treten bei dem Aufbau einer Funktion y=f(x) Wurzeln von x 
oder einer rationalen Funktion von x auf, ſo heißt eine ſolche irrational, z. B. 


1 25 x. 
Ihr Bild iſt eine Parabel (Fig. 5). Hier tritt uns eine neue Ehen; 


TER ve 


I 


Sig, 5. Parabel als Bild der Funktion Sig. 6. Kubifdie Parabel als Bild der 


= IX. Funktion y 15 


ſchaft entgegen. Die Funktion y iſt nicht mehr 8 zu jedem Werte 
von x gehören zwei Werte von y. 
Een iſt die Funktion 
57 
* 
(Sig. 6) nur im imaginären Sahlengebiete dreideutig, aber im reellen 


N 5 en 


- Alle Funktionen, die mit den Operationen des Addierens, Subtrahierens, 
is teren, Dividierens und Potenzierens mit rationalen, d. h. ganzen 


5 oder gebrochenen konſtanten Exponenten durch eine endliche Zahl von 
Dr 5 2 gebildet werden, nennt man algebraiſche Funktionen. 


. an 
Beiſpiele: y Xx. Y = xXx +9, y = JR — 5. 


1 * 


REEL 
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Außer ſolchen nennt man auch jedes y — F(x) eine algebraiſche 
Funktion von x, wenn y die Cöſung einer Gleichung von der Form 15 
TVVCVCVFVCVVVVCCVCT Tr Bi ze 
ift, worin die f(x) rationale Funktionen von x find, auch dann, wenn 
y nicht durch Wurzelzeichen ausgerechnet dargejtellt werden kann. 
IV. Alle andern Funktionen, die nicht algebraiſch ſind, bezeichnet man 
als tranſzendente Funktionen. Die einfachſten Bai dafür ſind | 
die Exponentialfunktion! 15 


Nas 
und ihre Umkehrung, die logarithmiſche Funktion: 
n 


V. Auch die Funktion (Fig. 7) 
y= sin x 


Fig. 7. Die Sinuslinie. 


gehört zu den tranſzendenten Funktionen. Ihre Einführung beruht aber 
gar nicht auf einer Rechenart, ſondern auf einem geometriſchen Zu⸗ 
ſammenhang. y iſt die Maßzahl der halben Sehne, die zu dem Bogen 2& 
im Kreiſe mit dem Halbmeſſer 1 gehört. Sie zeigt uns wieder eine neue 
Eigenſchaft. y iſt eine periodiſche Funktion mit der Periode 2%, d. h. 
ſie genügt der Funktionalgleichung 
sin (x — 27) = sin X. 2 
Auch die Funktionen cos x, tg x und cotgx ſind periodiſch. welches > 
iſt die kleinſte Periode jeder einzelnen dieſer Funktionen? 5 
Alle Funktionen, die ſich nur aus dieſen eee zujanmen 
legen, ſind periodiſch, z. B. RE 
y sin x ＋ sin 2x (Fig. 8), 
sin x sin 3x (Fig. 9), 
= sin x — 2 sin sx (Fig. 100. | 
Derartige Funktionen find geeignet, die verſchiedenſten Formen ſchwin⸗ 2 


- 10 Bilder befinden ſich für a = 2 in Heft 2. 


§ 1. Die mathematiſche Funktion 5 


gender Saiten zu beſchreiben, die neben dem Grundton auch Obertöne 
erklingen laſſen. 5 


wellenlinien mit anſteigender oder abnehmender Schwingungsweite 


Fig. 8. Bild der Funktion y = sin x sin 2x. 


laſſen ſich durch Funktionen folgender Art darſtellen: 
y==xsin5x (Fig. 11), 


W sin 3x (Fig. 12). 


VI. Die bisher betrachteten Funktionen waren alle durch einen ana⸗ 
Y 


2 0 7 BEN 


Sig. 9. Bild der Funktion y=sinx-+ 2 sin 3x. 


5 lntiſchen Ausdruck: oder einen überſichtlichen geometriſchen Fuſammen⸗ 
hang, für den ein analntiſcher Ausdruck noch zu ſuchen bleibt, definiert 
7 - * 


Sig. 10 Bild der Funktion y sin x 4 sin 3x. 


Alle dieſe Funktionen hat der menſchliche Geiſt erfunden, um durch ſie 
die Wirklichkeit zu beſchreiben. Wenn wir aber die Natur ihre Funktionen 
fſelbſt aufzeichnen laſſen, jo kommen wir noch auf ganz andere. Ein Blick 
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auf die Walze eines Barographen zeigt uns eine ſolche willkürliche Be 
Funktion, nämlich den Luftdruck als Funktion der Seit. Euler (1750) hat 


Fig. 11. Wellenlinie mit anſteigender Schwingungsweite; y x sin 5x. 


zuerſt ſolche willkürlich gegebene Abhängigkeit als mathematiſche Funk⸗ 
tion aufgefaßt. Um die Cöſung des Problems, auch ſolche willkür⸗ 
liche Funktionen durch analytiſche Ausdrücke darzuſtellen, haben ſich 
Daniel Bernoulli (1750) bei der Beſchreibung einer ſchwingenden Saite 
(vgl. die Sig. 8, 9 u. 10), dann der Aſtronom Beſſel (1815) und end⸗ 


Fig. 12. Wellenlinie mit abnehmender Schwingungsweite; y—= 5 sin 3x. 


lich Fourier (1822), der ſie im Anſchluß an ſeine Theorie der warme. Re 
leitung zu einem gewiſſen Klbſchluß brachte verdient gemacht. e 


8 2. Der Grenzwert | 7 


§ 2. Der Grenzwert. 
| | J. 
Bei der Berechnung von Funktionswerten wird uns im folgenden öfters 
der Fall begegnen, daß ein ſolcher nicht durch eine endliche Anzahl von 


| x Schritten ermittelt werden kann. Auch die bisher behandelten Gebiete 


der Mathematik haben uns ſchon auf ſolche Werte geführt, 3. B. auf 
die irrationalen und die tranſzendenten Zahlen. Als Beiſpiel für die 
erſten ſei hier nur /2, als Beiſpiel für die letzten die Fahl * genannt. 
Nur ein unbegrenzt fortſetzbares Rechenverfahren kann uns den wahren 
Werten dieſer Zahlen immer näher bringen, während ſie uns geometriſch 
durch einfache Konſtruktionen gegeben ſind. 

Das Verfahren der Rechnung, welches uns auf = führt, ſei hier noch 
einmal kurz in Erinnerung gebracht. Nehmen wir einen Kreis mit dem 
Durchmeſſer 1, fo iſt der Umfang * (Sig. 13). Nennen wir nun den Um⸗ 

fang des einbeſchriebenen regelmäßigen n⸗Ecks un und den des umbe- 
ſchriebenen regelmäßigen n⸗Ecks Un, jo können wir un und Un als 
Schranken zur Einſchließung von * benutzen. Es iſt: un Tn <U,. 


Fig. 13. Die Einſchließung des Kreisumfanges zwiſchen zwei Schranken. 
Nehmen wir z. B. für n die Sahl 6, jo erhalten wir 
10 3 r 5,464 101 6. 
Indem wir die Anzahl der Seiten der n⸗Ecke vermehren, können wir 
die Schranken für immer enger ziehen. Das ein- und das umbeſchriebene 
regelmäßige Swölfeck! liefern folgende Schranken für z: 
8 | 3,105 828 5 < nr < 3,215 390 3 
5 und die entſprechenden 24⸗Ecke 
. 3,132 628 8 << 3,159 659 0. 


| > . 1 Sur Berechnung von u,, und U,, eignen ſich ſehr gut die Rekurſionsformeln 


1 1-7 1 
u 2 (ir . U.) und 


ue n ua Can. 


eren 
N 
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Jetzt können wir ſchon den Schluß ziehen, daß der wahre wert von 7 
mit 3,1 beginnt. Die Fortſetzung des Verfahrens liefert 
3,141 592 6 C 5, 141 592 8. 


Nach dieſem Verfahren vs ſich = mit jeder beliebigen Wen | 
berechnen. | 


II. 


Nicht nur die Auswertung krummer Gebilde zwingt uns, eine Zer⸗ 
legung in viele ſehr kleine Teile vorzunehmen und ſchließlich einen 
Grenzübergang zu machen. Auch die Auswertung des Rauminhalts einer 
beliebigen Pyramide gelingt nur auf dieſem Wege. 


Fig. 14. Fig. 15. 
Die Serlegung der dreiſeitigen Der Erſatz der Platten der Pyra⸗ 
Pyramide in gleich hohe Platten. mide durch berechenbare Prismen. 


Der Einfachheit wegen beſchränken wir die Betrachtung auf eine drei⸗ 
ſeitige Pyramide AB CD (Fig. 14). Ihre höhe DH = h denken wir 
uns in n gleiche Teile zerlegt und durch alle Teilpunkte, die zur Grund⸗ 
fläche AB C g parallelen Ebenen gelegt, die die Pyramide in n Stücke 
zerſchneiden. Wir erſetzen jedes Stück durch ein Prisma gleicher Höhe 


und gleicher unterer Grundfläche und berechnen die Summe der Inhalte | 


diejer prismatiſchen Platten (Fig. 15). Hat der Querſchnitt 9 durch die 
Pyramide von ihrer Spitze den Abſtand Kk, fo iſt 


wobei k die Werte hat 


Demnach hat q folgende Werte 
9 - 8: 1 1, 2, 5. n 
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Die Summe der Rauminhalte der prismatiſchen Platten iſt alſo 


n 


12 
Vn 5 > 


E 
n n 


1 


| 
38 
USE 
„> 


el 
Inh n(n ) (2n＋ 1) 1 
ee 


eisen) 


Nur wenn die Projektion H der Spitze D in die Grundfläche ABC 
fällt, wie in Sig. 14, fallen auch alle Stücke, in welche die Pyramide 
zerſchnitten iſt, ganz in die prismatiſchen Platten. Auf dieſen Fall wollen 
wir die Betrachtung zuerſt beſchränken. Dann iſt alſo der Inhalt der 
Pyramide P kleiner als die Summe der Platten. 


N 


Wir können alſo Vn als eine obere Schranke für P anſehen und wollen 
nun noch eine untere Schranke ermitteln. 5u dem Zwecke nehmen wir jetzt 
für jedes Stück der Pyramide eine prismatiſche Platte, die mit ihm 
in der oberen kleineren Grundfläche übereinſtimmt. Dann liegen alle 
Platten ganz in der Pyramide, und ihre Summe gibt eine untere 
Schranke Wu. In dieſem Falle tritt an die Stelle jeder bisherigen 
Platte eine ſolche, die mit der zuvor über ihr liegenden übereinſtimmt. 
Demnach erhalten wir dieſelbe Reihe, in der nur die unterſte Platte 
fehlt, und ihre Summe iſt 


W. V. ABC. 


2 Wir erſehen aus diejer Gleichung, daß mit wachjendem n der Unterſchied 


Va W, ABC 
beliebig klein gemacht werden kann. Da nun 
EN . 


it, müſſen Vn und Wa mit wachſendem n demſelben Grenzwert zuſtreben. 
Dieſen geſuchten Grenzwert P drücken wir daher aus durch 


1 5620645 
lim — 6 ‚ 


u 1 Die Ableitung dieſer Formel jteht in Heft 5 85. 
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(+1) CH) 


Fu ſeiner Auswertung muß zuerſt die er beantwortet werden: 


„Was iſt lim 1 2“ 
n 


nn» 


geſprochen: „limes von für n zu oo" 


Man pflegt wohl kurz darauf zu antworten: 20, Das iſt aber keine 
Erklärung für 85 er ſondern umgekehrt: u — iſt die Bedeutung von —- 


Eine Tabelle 9155 uns darüber Rufſchluß, ob: ber Grenzen auch wirklich 
auf einen Grenzwert führt. 


Mit wachſendemen ſinkt der Wert 1 unter 
jede angebbare Größe herunter; er hat die 


Grenze 0. 
10 N 0,1 Daher erhalten wir | 
100 | 0,01 | el Nee 
1000 | 0,001 lim ey. Zei ne 
106 | 0,000 001 8 
28 
uſw. =>. 


Dieſe Inhaltsformel iſt bisher nur bewieſen für den Fall, daß der Fußpunkt H der f 
Höhe der Pyramide in der Grundfläche liegt. Iſt das nicht der Fall, wie etwa in 


c 


A B 
Sig. 16. Sig. 17. 


Erweiterung der Grundfläche ABC der Pyramide, jo daß die neue Sranöffüäch den 
Sußpunkt der Höhe H enthält. | 


Sig. 16 und 17, jo vergrößern wir die Grundfläche um ein Stück gu in dem der Fuß⸗ 
punkt H enthalten iſt, und errichten über g, ebenfalls eine Pyramide mit der Spitze D. 
Ihr Inhalt ſei Pi, und da für dieſe Pyramide die gegebene Ableitung der Inhalts⸗ 
formel anwendbar iſt, iſt : 
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ER Beide Pyramiden P und P, zuſammen geben aber auch eine Pyramide, in deren 
n g gi der Fußpunkt der Höhe ö iſt. 1 iſt 


Ziehen wir hiervon Pi bzw. 1 ab, ſo ergibt ſich Ir 
Sh Rn 
BT 8 


auch für die Pyramide, in deren Grundfläche der Fußpunkt H der Höhe nicht ent⸗ 
halten iſt. 

Im Gegenſatz zum erſten Beiſpiel mit dem Grenzwert * haben wir 
hier eine rationale Sahl als Grenzwert gefunden. Ein beſonderer Dor- 
teil ſeiner herleitung beſtand darin, daß wir beide Schranken für ihn als 


Funktionen von = darſtellen le und daher war er jofort mit 


lim — ——=0 gegeben. 


no N 


III. 


Als weiteres Beiſpiel für einen e betrachten wir die Summe 
einer geometriſchen Reihe 
F 

q —1 1—q . 
Wenn hierin |q| T! iſt, kann n über jede Grenze hinaus wachſen. Was 
wird dann aus qu? Was bedeutet lim qu? Es iſt klar, daß qx, wenn 


n 
E en 1 iſt, mit wachſendem n immer kleiner wird, aber es iſt damit noch 
nicht erwieſen, daß qu unter jede angebbare 1 5 ſinkt. Zum Nach⸗ 
weis diene folgende Betrachtung. Es ſei q = 2 O (b a. Nun gehen 
5 von folgender Gleichung aus 
— b = (a b) (aa! an- angabe „aba ＋ bot), 
bnd 


en 1 G hn, oder 155 9 ı)-+1, 


8 e 


b N 1 
00 . 5 e 


. „„ n (2 = a . 


pda die rechte Seite dieſer Ungleichung wegen des Faktors n im Nenner 
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nach der Betrachtung unter II dieſes Paragraphen den Grenzwert 0 hat, 
ſo muß ihn auch die linke Seite haben. 


im gr — 


n— 
Daraus folgt 
1 a! 
8 1 lg 
Auch hier kann der Grenzprozeß, der in der Addition einer unbegrenzten 
Anzahl von Gliedern beſteht, alſo durch eine unbegrenzte Anzahl von 
arten der Rechnung definiert iſt, nach Ermittelung von ‚Km . em 


einem Schritte ausgeführt werden und führt dann zu dem Tale werte 
a 

1-q 
Den beiden Grenzwerten 


I. lim 1 D 
II. lim qu a lal<ı 
. n1— 0 ‘ 


werden wir im folgenden noch wiederholt begegnen. Die drei folgenden 
Grenzwerte ſpielen ebenfalls in der Infiniteſimalrechnung eine wichtige Rolle. 


IV. 


Die Baſis der natürlichen Logarithmen iſt durch den folgenden SE 
wert definiert: 
1 11 
oe] 

Der deutſche Mathematiker Euler (1739) hat dafür die Bezeichnung e 
eingeführt. 

Bevor wir dieſen Grenzwert ermitteln, betrachten wir zur ſchärferen 
Erfaſſung ſeiner Bedeutung den Grenzwert 
ER 
m e 
n— 


Wird zuerſt der Grenzübergang mos ausgeführt, jo ergibt ſich, da 

„ al 
Nun iſt aber 1°, fo groß auch n fein mag, immer gleich 1. Alſo iſt auch 
lim U + 72 = 1. 


m 
n — 
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Vertauſchen wir aber die Reihenfolge der Grenzübergänge für m und 
n und ſetzen 


um fi T u 
m — 


jo iſt vor dem Grenzübergange m > © U = 1 > 1, und daher wächſt 
U * |" mit zunehmendem n über jede Grenze hinaus. Es ergibt ſich 


F 
m » 


Hieraus erſehen wir, daß es auf die Reihenfolge der Grenzüber— 
gänge ankommt. Bei dem gegebenen Grenzübergang 

f ip 

i 


ſollen aber das n in der Klammer und der Exponent n nicht unabhängig 
voneinander und nacheinander über jede Grenze wachſen, ſondern als 
gleiche Zahlen zugleich. Dieſen Grenzwert können wir daher nur durch 

eine größere Anzahl von Schritten angenähert berechnen. Wir finden der 
Reihe nach 


für n= 2 [1 ＋ AI = 22 
5 115] 2310870... 
n—4 [i+3]= 2,441 406 25 
war + >] = 2,488 832 
n—=6 I= 2521 626 6 
n=7 II ;]= 2,546 499 68. 
n—=8 I= 2,565 78451. 
n—9 1 2,581 17479 
n = 10 [1 ＋ = 2,503 742 46 


Wir bemerken, daß der Fortſchritt ein ſehr langſamer und das Beſtehen 
eines Grenzwertes noch durchaus nicht erwieſen iſt. Dieſes iſt aber ſicher, 
wenn eine ſolche wachſende Sahlenfolge ſtets unter einer beſtimmten Sahl 


bleibt. Wir führen zunächſt dieſen Nachweis, indem wir (1 + 1 für 


7 EER 
8 
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ein beliebiges poſitives ganzzahliges n nach dem binomiſchen Lehrſatz ent⸗ 


wickeln. 

„o 1 
ee 
ae 

1 


Danach iſt 1 S ere ee 


1 a N 


Andererſeits e ns uſw.; alſo auch 
CC i 


Die rechte Seite iſt aber vom zweiten Gliede ab eine geometriſche Reihe, 
und daher iſt 


+4 
Der Ausdruck links iſt und bleibt für 155 105 lo große n kleiner als 3. 


Damit iſt das Vorhandenſein des Grenzwertes geſichert. 
Seine Berechnung hat Euler zuerſt ausgeführt, indem er bereits in 1 


obigen 9 Reihe für fi + —] den Grenzübergang n= a 
da lim — 0 iſt. Er fand dadurch 


e 


UI. e=lim [ı +- 14145 +3 +94 2277182818. 


Dieſer Eulerſche Grenzübergang iſt unzuläſſig, da = nicht nur in einer 


endlichen Anzahl von Gliedern vorkommt, ſondern mit n= in der 
zweiten Reihe auch die Fahl der Faktoren in den Einzelgliedern in glei⸗ 
chem Maße wie nn wächſt. Dieſe Bedenken finden in § 17, la durch eine 


ſtrenge Ableitung der Reihe für lim 1 ＋ AI. ihre Erledigung. 
n — 


V. 
Es ſoll lim 5 ermittelt werden. Die Frage, ob dieſer Grenzwert 
82 0 a 


wirklich exiſtiert, unterſuchen wir nicht. Wir beſchränken uns auf das Bei⸗ 


u 


ri 
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ſpiel für a = 10 und laſſen e eine gegen 0 konvergierende Zahlenfolge 
durchlaufen. Die Ergebniſſe finden wir in folgender Tafel. 


rr ˙ A Add ͤ d REN EBENE EEE EEELSERENN 


1105 3,162278 | 4,32. 
2 0.25 1,778279 | 311. 
3 | 0,125 1.353 522 | 2,67 
4 | 0,0625 1,154 782 2,48 

5 1003125 1,074 608 2,39 
60,015 625 1,036 633 | 2,34 
7 | 0,007813 | 1,018 151 | 2,32 
8 | 0,003 906 | 1,009035 | 2,31 
9 | 0,001 953 | 1,004507 | 231 

10 | 0,000 977 | 1,002251 | 2,30 

110,000 488 1,001 125 | 2,30 

12 | 0,000 244 


1,000 998 | 2,50 


Der geſuchte Grenzwert liegt offenbar nahe bei 2,3. Aber obwohl die 
Rechnung mit 7 geltenden Siffern begonnen wurde, kann das Ergebnis 


Hbhiöchſtens mit zwei Siffern angegeben werden, und auch dieſe ſind nach 


der ganzen Anlage der Berechnung noch unſicher. Wir können nichts über 


55 den möglichen Unterſchied des Ergebniſſes gegen den geſuchten Grenzwert 


5 des Winkels zu verſte⸗ 


angeben und daher das Ergebnis nur als ein vorläufiges anjehen. Die 


Differentialrechnung wird einen beſſeren Weg zur Berechnung dieſes Grenz— 


wertes kennen lehren. 


VI. 


Ina | ; 
e ermittelt werden, wobei unter = das Bogenmaß 


Es joll lim — 
8 — 0 


0 


8 hen iſt. ein e in Bogenmaß sin & 
Se 0,087 266 5 0087 1557 
eine gegen 90 konver⸗ 40 0,069 8132 0,069 756 5 
95283899 0,052 336 0 
durdlaufen, jo zeigt die 20 0,034 905 6 0,034 8995 
Tabelle, daß mit kleiner 10 0017 4532 00174524 
E 0008 726 6 0,008 726 5 
o 0,005 8178 0,005 8177 
mer mehr gleich werden. 10 0,002 908 9 


en, Für 10° ſtimmen fie ſchon 


0,002 908 9 
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in den lieben erſten Werteſtellen, ſoweit fie hier berechnet find, über⸗ 
ein. Daher können wir hieraus ſchon vermuten, daß 
| lim . —ı 


8 
8 — 0 


iſt. Den ſtrengen Beweis knüpfen wir entſprechend der geomelrfchen 
Definition von sine an die folgende Fig. 18 an. 
Es iſt darin 


2 AMAB D Kreisausſchnikt MAB ZA | 


r?sin e 12 72 fg e 


. 


r 2 rice 


 TSINE Sina wur tote 
1 
1 ©: sin e < COS & aan 
M 15 A a } 
Sig. Die linke Schranke iſt 1, die rechte konver⸗ 


Die Einfätiepung 5 Kreisaus⸗ giert, wenn e eine gegen 0 konvergierende 
VVV Schlerteloe durchläuft, von oben 1; 
alſo kann auch der eingeſchloſſene Wert nur gegen 1 konvergieren. Wie . 
erhalten a | 

IV. lim 


5 0 


1. 


Faſſen wir die Wege, die ſich uns zur Ermittlung eines Grenzwertes 
boten, noch einmal ins Auge. ; 

Der einfachſte Weg ijt der, durch eine Tabelle feſtzuſtellen, ob die zu 5 
unterſuchende Funktion einem ſolchen Grenzwert zuſtrebt. Das geſchah in 
den Beiſpielen J, IV, V und VI. Das Ergebnis dieſes Verfahrens bleibt immer 
unvollkommen und dient nur zur erſten Aufklärung, falls nicht wie im 


7 


J. Beiſpiel die gefundenen Sahlenwerte zugleich als obere und untere 
Schranke des geſuchten Grenzwertes dienen. Die Berechnung eines Grenz 


wertes mit Hilfe einer aufſteigenden und einer abſteigenden Zahlenfolge 
iſt deshalb beſonders wertvoll, weil in dem Verfahren zugleich der Be⸗ 
weis für die Exiſtenz des Grenzwertes liegt. Das gelang in den Bei⸗ 
ſpielen I, II und VI. 

Ein dritter Weg aber bietet ſich, wenn wir den geſuchten Grenzwert 
als Funktion eines bekannten Grenzwertes darſtellen können wie z. B. 


der Grenzwerte lim = —0 oder lim qu = 0 (für q 1). Das traf in g 55 
n 10 


den Beiſpielen II, II und IV zu, und dazu ſollen uns im folgenden auch 0 


— 
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die unter IV, V und VI ermittelten Grenzwerte dienen. Das iſt der kür- 
zeſte Weg, und erſt ſeine jnitematijche Benutzung hat die Infiniteſimal⸗ 
rechnung zu einem ſo wichtigen Hilfsmittel der Forſchung gemacht. 


§ 5. Einführung in das Differenzieren durch Beiſpiele. 


1. Beiſpiel. An einer Atwoodſchen Fallmaſchine ſind SE, 20203 
und 4 sec folgende Fallſtrecken sn beobachtet: 


Daraus berechnen wir die Geſchwindigkeit v des Fallkörpers während 
der erſten vier Sekunden nach der en 


Geſchwindigkeit = 


Zeit 
dem em 
Asec Sec 


Bilden wir nun die erſten und zweiten Differenzen der Fallſtrecken, 


As, Sn = Sn 1 | AP = An —As-ı 


| 
20 20 
80 60 40 
180 100 40 
320 140 40 


ſo zeigt die Reihe der erſten Differenzen, die die Geſchwindigkeiten in 
den einzelnen Sekunden enthält, daß die Geſchwindigkeit während der 


ganzen Seit des Falles nicht gleichmäßig war. v 80 O iſt nur die 


sec 

Durchſchnitts⸗Geſchwindigkeit. Die Geſchwindigkeit ändert ſich aber auch 
nicht von Sekunde zu Sekunde ſprunghaft, wie ſich die gefundenen Werte 
ergeben, ſondern ſtetig von Zeitpunkt zu Zeitpunkt. Die gefundenen 
Werte ſind auch nur Durchſchnitts⸗ oder Mittelwerte der Geſchwindig— 
keiten in den einzelnen Sekunden. 

Unſer Siel iſt, die Geſchwindigkeit in einem beliebigen Seitpunkt t zu 
berechnen. Deshalb müſſen wir eine ſehr kleine Zeitſpanne t. — t. nehmen, 
wobei t. >t>t, iſt, und dazu s. = f(t) und s. = flt,) beobachten 


Malſch, Sahl und Raum VIII 2 
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und dann den Quotienten v = 5 bilden. Dieſe Geſchwindigkeit iſt 


jedenfalls auch nur ein Durchſchnittswert der Geſchwindigkeit v in der 


Zeit t. — t; je kleiner aber t. — t. genommen wird, deſto genauer wird 
der berechnete Wert v dem geſuchten für den Zeitpunkt et ſich annähern. 

Dieſer Annäherung durch Beobachtung aber ſteht die Schwierigkeit 
entgegen, daß die Differenz t. — t. mit fortgeſetzter Verkleinerung ſchließ⸗ 
lich die Größe der Webac ee erreicht, und damit werden au 
die Ergebniſſe für v ganz ungenau. 

Dieſer Gedankengang der Annäherung bleibt aber bis zum Ende durch⸗ 
führbar, wenn wir von der auf Verſuchen beruhenden Darſtellung von s 
als Funktion von t in einer Tabelle zur mathematiſchen Darſtellung 
von s flit) fortſchreiten. Da die zweite Differenzenreihe A?s„ der s-Werte 


den unveränderlichen Wert 40 em ergibt, können wir nach den Geſetzen 


der arithmetiſchen Reihen ſchließen, daß s eine quadratiſche Funktion 
von iſt; alſo S a bt gets. 


Beſtimmen wir durch Einſetzen dreier Wertepaare von s und t die Kon- 


ſtanten a, b und c, ſo erhalten wir 
2015 
Daraus berechnen wir nun v. 


_ SS 20. 204° _ 20 fi- t 50 
T 17 — 20 (tf ＋ t.). 


Hierin können wir nun t, und t. Werte annehmen laſſen, die immer 


näher an den in ihrem Swiſchenraum liegenden Wert t herankommen, 
ur wir erhalten ſchließlich als Grenzwert des Differenzenquotienten 


17 2 den Wert 1401. 


So 0 zugleich die Geſchwindigkeit für jeden beliebigen Zeitpunkt t er- 


mittelt. 
Aufgabe 1. An einer Galileiſchen Fallrinne rollt eine Kugel vom Anfangspunkt her⸗ 


unter. Dabei werden die nach t= 1, 2, 3, 4 und 5 sec zurückgelegten Strecken s. 


beobachtet. Es ergibt ſich folgende Tabelle: 


„ die Geſchwindigkeit der Kugel zu einer beliebigen Seit t. 


3 e — 
e - 5 


Se in 


8 I; 
a yo 


5 a 8 Su 


u ME ER ED 
i etz re 
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Verfolgen wir das obige Beiſpiel noch anſchaulich an der die Sunk- 
tion s = füt) darſtellenden Schaulinie (Fig. 19). Dieſe iſt eine Parabel. 
Da s eine Fallſtrecke iſt, nehmen wir die s-Achſe nach unten poſitiv. 


7 
Fig. 19. Schaulinie der Funktion 8 = 201? 
t: 1 Sec I cm, 


1 
8: DT cm. 


— . 


t iſt hier tga, wobei « der Winkel iſt, den die 


Sekante P. Pe mit 125 t-Achje bildet. Rücken die Werte t, und t, immer 
näher an t 1 jo rücken die Punkte P. und P immer näher an P 
heran, und aus der Sekante P. P, wird die Tangente in P. Damit iſt die 
Richtung der Kurve beſtimmt. 

2. Beiſpiel. Die vorige graphiſche Darſtellung zeigte die geometriſche 
Bedeutung, die die Bildung des Grenzwertes eines Differenzenquotienten 
hat. Das folgende Beiſpiel ſoll uns zeigen, wie man zu demſelben Grenz⸗ 
wert mit einer Vereinfachung des Anſatzes gelangen kann. 

Gegeben ſei eine Kurve durch die Gleichung y — f(x) ihrer Karteſiſchen 
Koordinaten, z. B. 


Der Quotient 


Y z (Fig 20). 
Es ſoll die Richtung der Tangente im Kurvenpunkte P mit der Abſziſſe 
Xx 2 beſtimmt werden. | 
Eine Gerade iſt erſt durch zwei ihrer Punkte beſtimmt. Daher nehmen 
wir noch einen zweiten Punkt P, auf der Kurve nahe bei P an und 


legen durch P und P. eine Sekante der Kurve, die nur wenig verſchie— 
den von der Tangente in P liegt. Wir beſtimmen ihren Neigungswinkel «, 
gegen die x-Adhje durch die Gleichung 


ER yıY 
8 RPF NN 


2 * 


ee. ö 
TIERE 
Be: 
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und haben mit dieſem erſten Schritt eine angenäherte Löjung gefunden. 
Setzen wir z. B. x = 2 und x, = 3, jo ergibt ſich 
14% 


S 1 5 


Y 


U ‘ * 
* K* 


Fig. 20. Bild der Funktion y = 5x? 


Dieſe Annäherung läßt ſich verbeſſern, indem wir für x, Werte nehmen, 
die näher bei X liegen, z. B. 
Xi 2,1, tg a . 
XI 2,01, tg a7 
x, 2,001, e 
Wir bemerken an dieſer Reihe ſchon, wohin die Reihe der Werte für 
tg d hinſtrebt. Den letzten Schritt der Annäherung, den Grenzübergang 
Xi X, können wir erſt ausführen, wenn wir den Quotienten 


. RR 


xi - X 3 XIX 5 
durch X. — X gekürzt haben, wobei ſich ( ) ergibt!. Laſſen wir 
nun x,— X konvergieren, fo erhalten wir für die Tangente 


tg a = 
Die Vereinfachung gegen die Behandlung des erſten Beiſpiels beſtand 
darin, daß wir nicht wie dort, um einen Mittelwert zu erhalten, zwei 
benachbarte Hilfspunkte P, und P. zu beiden Seiten von P annahmen, 
ſondern nur einen, PI. Wir gelangen fo, wenigſtens bei dieſem Beiſpiel, 
Bei Bedenken gegen dieſes Verfahren vergleiche man dazu Heft V, 832, S. 94, Anm. 
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zu demſelben Grenzwert, ganz gleich, ob P, auf der einen oder andern 
Seite von P angenommen wird. Nur wenn P ausnahmsweiſe eine Ecke 
einer Kurve ſein ſollte, erhält man zwei verſchiedene Grenzwerte. 


Aufgaben. 
2. Führe denjelben Grenzübergang für das Punktepaar x = 2 und 
x, 3 an den Kurven y = x, Y = 2x, Y = 10 x8 aus. 


5. Rechne für das Beiſpiel y 2 * den Grenzübergang auch aus, wenn 
du von x—=4 und x. = 3 ausgehſt. 


S 4. Der Differentialquotient. 
Definitionen, Bezeichnungen und Geſchichtliches. 


I. Es ſei gegeben 


Ye), 
d. h. y ilt eine Funktion von x, die wir uns in Fig. 21 durch eine Kurve AB 
dargeſtellt denken. Wir greifen einen beliebigen Wert der unabhängigen 
veränderlichen & O heraus und erhalten dazu y = PQ. Wir ſetzen 


* 


= 8 
U 


Hig. 21. Darſtellung des Differenzenquotienten 5 


von der Funktion und damit auch von der Kurve voraus, daß ſie wenig— 
ſtens in der Nachbarſchaft der zu unterſuchenden Stelle P ſtetig iſt, d. h. 
keine Sprünge macht und auch keinen Pol hat. 

Ax = I ſei ein kleiner Zuwachs von x. Wir ſetzen zur Abkürzung 
x X ＋ Ax und y. = y ＋ Ay, wobei y. = f(x!) iſt. 
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Erklärung: 
8 
XI Xx Ax 


nennen wir den differenzenquotienten der Funktion v. 


Geometriſch bedeutet er, wie aus Fig. 21 hervorgeht, die Tangens⸗ 


funktion des Neigungswinkels a, der Sekante PP, gegen die X-Adjie. 
Laſſen wir nun Ax zu dem e 0 hinſtreben (abgekürzt, 1 oder 


Aion jo ſtrebt Pi nach P, die Sekante PP, nähert ſich der Gregg 
N 1 a BR, 0 nach a, und tg a nach dem Grenzwert 
tg. Es kann ſich alſo für 7 obwohl Ay und Ax beide den Grenz⸗ 


wert 0 haben, ein beſtimmter Grenzwert ergeben, nämlich tg«, den man 


Differentialquotient von y 9 5 nennt und den man zum Unterſchied 


vom Differenzenquotienten mit g 1 bezeichnet. 


. 


J. . Bo 
x — X 


dx Ax>0AX A 


Definition: Der differentialquotient SI — einer Funktion y = f iſt 


der Grenzwert des entſprechenden piſer eng für 
lim Ax 0. 


Geometriſch bedeutet der Differentialquotient 5 die Tangensfunktion 
des Neigungswinkels a der Tangente an der Stelle (x, y) gegen die X- Ba | 


II. 55 = tg ik, 


Da der Differentialquotient eine von der Sun y = f)) abgeleitete 


neue a von X iſt, bezeichnet man ſie auch als Ableitung und 
ſchreibt ſtatt @ 4 
gleichwertig: 


X 
* = f = 55 — lim 


Wir müſſen aber betonen, daß 93 kein eigentlicher Quotient der ſo⸗ 


genannten Differentiale dy und dx iſt, da die Grenzwerte der beiden 


Differenzen Ay und Ax 0 ſind und § nach unſern bisherigen Kenntnijjen 


1 Die Bezeichnung = hat 1 70 Erin benutzt, die Bezeichnung 15 (x) de von, 


Cagrange her. 
7, 


X auch f(x) oder . Es find alſo folgende Bezeichnungen 
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ſinnlos iſt. Wir müſſen die Reihenfolge der Operationen beachten; zuerſt 


wird der Quotient der kleinen, aber endlichen Differenzen Ay und Ax 


gebildet, ſoweit wie möglich vereinfacht, z. B. durch die Ausführung der 
Diviſion (vgl. §S 3, Beiſpiel 1 und 2) und dann zu dem Grenzwert dieſer 
neuen Funktion für lim Ax — 0 übergegangen, nicht umgekehrt. 

Zu ſeiner Deranſchaulichung hatten wir oben ſchon die geometriſche 
Bedeutung des Differentialquotienten gegeben; er hat aber auch für die 
Beſchreibung phyſikaliſcher Vorgänge eine weitgehende Bedeutung. 

Überall, wo Naturerſcheinungen als Funktionen einer andern Der- 
änderlichen ſich zeigen, wird die Schnelligkeit der Änderung durch ihn 
ausgedrückt (Wachstumsfunktion, Steigungsmaß). Bei ſeiner Beſtimmung 
durch Beobachtungen tritt an ſeine Stelle fürs erſte der Differenzenquotient, 
d. h. die gemeſſenen Größen ſind endliche Differenzen. Sobald aber das 
Geſetz erkannt und mathematiſch durch eine Funktion beſchrieben iſt, 
kann die Änderung durch den Differentialquotienten angegeben werden 
(vgl. S 5, Beiſpiel 1). 

Beiſpiel 1. Weiſe nach, daß der lineare Ausdehnungskoeffizient als 
Differentialquotient einer Länge zu deuten iſt, die man als Funktion 
der Temperatur beſtimmt hat. 

Beiſpiel 2. Weiſe nach, daß die ſpezifiſche Wärme als Differential- 
quotient des Wärmegehalts der Maſſeneinheit nach der Temperatur auf- 
zufaſſen iſt. f 

II. Die Schöpfer der Differentialrechnung waren zwei Mathematiker 
des 17. und 18. Jahrhunderts, der engliſche Naturforſcher Newton 
(1643—1727) und der deutſche Philoſoph Ceibniz (1646 — 1716). Frei⸗ 
lich finden ſich ſchon in der Mathematik des Altertums Anſätze zu infini⸗ 
teſimalen Berechnungen, wie z. B. die des Kreisinhaltes und Umfanges 
durch Archimedes, deſſen klaſſiſche Methode in ihren Grundgedanken auch 
heute noch in den Schulen benutzt wird. Aber ſolche Betrachtungen fanden 
nur gelegentlich bei beſonderen Aufgaben eine für den einzelnen Fall 
zurechtgemachte Anwendung. Newton und Leibniz aber machten die Infini⸗ 
teſimalberechnung zu einem allgemein brauchbaren Werkzeug, durch das 
ſich in der Mathematik, Naturforſchung und Technik ungeahnte Anwen⸗ 
dungsgebiete erſchloſſen. 

Was Newton damit geleiſtet hat, geht aus ſeiner Entdeckung des all— 
gemeingültigen Maſſenanziehungsgeſetzes hervor, durch das er die drei nur 
äußerlich verknüpften Heplerſchen Geſetze für die Planetenbahnen in einen 
einheitlichen geſetzmäßigen Zuſammenhang brachte. (Dgl. S 34.) Erſt hier 


5 1 Tafel 1 und 2 in diejem heft. 


l e 
rng 
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durch gelangte die heute geltende Anſchauung vom Aufbau unſeres Plane⸗ 
tenſyſtems, die von Kopernikus (1473-1543) in großen Zügen ent- 
worfen war, zur allgemeinen Anerkennung. Wozu dieſe neue Rechnungs⸗ 
art berufen war, brachte er durch den von ihm gegebenen Namen 
„Fluxionsrechnung“ zum Rusdruck. Nicht zur Löfung ſtatiſcher Aufgaben, 
wie ſie das Altertum und Mittelalter bis auf Galilei (1600) behandelte, 
und zur Beſchreibung ſtarrer Formen ſollte ſie dienen, ſondern zur Be⸗ 
ſchreibung von Veränderungen, wie z. B. der Stellungen und Bewegungs⸗ 
art der Himmelskörper. Die Mathematik war befreit aus den engen 
Grenzen der Vorſtellung des Seins, aus denen ſich die Eleaten! nicht 
herausgefunden hatten; ſie machte ſich daran, das Werden zu erfaſſen. 
Der größere Teil der Welt war ihr bisher verſchloſſen; denn ſchon 
Heraklit erkannte, daß alles im Fluſſe jei.” Jetzt kann auch alles Wer⸗ 


dende beſchrieben und in feiner Geſetzmäßigkeit erkannt werden (vgl. 


8 3, 1. Beiſpiel). 

Zeitlich etwas ſpäter als Newton, aber unabhängig von ihm hatte 
Leibniz — er war jünger als Newton — ſeine infiniteſimalen Betrach⸗ 
tungen zur Beſchreibung der Kurven (vgl. § 3, 2. Beiſpiel) ausgebildet. 
Später hat er auch aus dem Briefwechſel mit Newton neue Anregungen 
zu ſeinen e bekommen. Die heute übliche Schreibart des 


Differentialquotienten 9 Een und die heute allgemein angenommene Bezeich⸗ 
nung Hiffeken eng ſtammen von Leibniz. Das liegt daran, 


daß Leibniz eine überaus glückliche Bezeichnung fand, die Keime frucht⸗ 


barer Weiterentwicklung enthält. 

Wir haben unter J. dieſes Paragraphen den Differentialquotienten nicht 
als Quotienten zweier Differentiale erklärt, ſondern als Grenzwert eines 
Differenzenquotienten, weil das Verhältnis zweier Differentiale, die beide 
den Wert 0 haben, keinen Sinn hat. Aber die Schreibweiſe ſelbſtändiger 
Differentiale wie 3. B. dy = f) dx hat doch auf verſchiedenen Gebieten 
eine weitgehende, vorteilhafte Anwendung gefunden. Folgendes l 
ſoll uns den Sinn dieſer Schreibweiſe klar machen. 

Die Wärmemenge 42, welche ein Körper durch Strahlung abgibt, iſt 


proportional der Differenz der Temperatur des Körpers 9, gegen die der 


Umgebung 9,, ferner der Seitdauer At der Strahlung. Der Proportio⸗ 
nalitätsfaktor iſt eine Konſtante x, die von der Oberflächenbeſchaffenheit 
des ſtrahlenden Körpers abhängt. Es iſt alſo 

A2 =*. 9% At. 
1 Man denke an Seno (etwa 550 v. Chr.) und ſein Paradoxon von Achill und der Schildkröte. 
2 Heraklit von Epheſus (etwa 500 v. Chr.) lehrte: zavra dei. 
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Hier kann At willkürlich veränderlich ſein. Wenn aber 9, und 9, auch 
Funktionen der Seit t ſind, jo muß At jo klein gewählt werden, daß in 
dieſer Seit At der Wert (9, — 9,) als unveränderlich anzuſehen iſt. Wenn 
wir nun eine ſolche Differenz At der Bedingung unterwerfen, daß ſie mög— 
lichſt Klein bis zum Grenzwert 0 anzuſetzen iſt, ſo nennen wir ſie Diffe⸗ 
rential und ſchreiben für ſie dt. Dann wird auch aus der Differenz 40 
das Differential d. 

Wir definieren: 

1. Eine unendlich kleine Größe iſt eine kleine veränderliche Größe mit 

dem Grenzwert 0. 

2. Ein Differential iſt eine unendlich kleine Differenz. 

Das Beiwort unendlich gibt alſo kein Maß für die Kleinheit ab, ſon⸗ 
dern deutet nur an, daß die Verkleinerung ohne Ende bis zur Grenze 0 
fortgeſetzt werden kann. In der Gleichung 

d = x(9, — 9.) dt 
dürfen wir freilich dieſe Grenze 0 noch nicht als erreicht anſehen, da ſonſt 
dieſe Gleichung nur 0 = 0 bedeuten würde. Wenn wir aber den Differen: 
tialquotient bilden 


d ; 
Eh), 


worin f(t) die Ableitung der Funktion O f(t) it, jo können wir an. 
ihm den Grenzprozeß bis At = 0 durchgeführt anſehen. Dann iſt aber 


er: nicht mehr der Quotient zweier Differentiale, ſondern der Grenzwert 


dt = 
ee 
Sind nun in der Gleichung 

d —=fft)dt 

dt und d kleine, von 0 verſchiedene Größen, jo iſt d nur ein Nähe⸗ 
rungswert für das genaue zu dt gehörige AQ, der um jo genauer iſt, 
je mehr ſich dt der O0 nähert. Daher kann es uns nicht zweifelhaft fein, 
daß wir die Gleichungen in der Form 


da ,- dy , 
Fre er (X) 


bevorzugen, da wir in ihnen dieſen Grenzübergang als vollzogen anſehen 
können, und ſie dann die vollendete Darſtellung eines funktionalen Zu⸗ 
ſammenhanges geben. Andererſeits aber werden wir uns der Gleichung 
in der Form 

dy = f (N dx 
überall da mit Vorteil bedienen, wo wir wie in dem obigen Beiſpiel 


Fe DR rr, ee Zn a een a‘ Tue 
2 7 A RR re 1 m % y „ ar} n . e n 
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der Wärmeſtrahlung und auch ſonſt in der Phyſik den Ausgang von 
endlichen Differenzen Ay und Ax nehmen mit dem Siel des Grenz⸗ 
überganges lim und wo wir die Ausführung dieſer beiden Schritte 
X — 0 f 

ſofort durch eine Gleichung zum Ausdruck bringen wollen. 
Die vielſeitige Brauchbarkeit dieſer von Leibniz geſchaffenen Schreib⸗ 
dy 
dN 


der Naturwiſſenſchaft die größten Triumphe gefeiert, hat dazu beigetra⸗ 


weiſe für den Differentialquotienten 


die namentlich in der Theorie 


gen, daß dieſe vor der Newtons bevorzugt worden iſt. Aber auch von 


der Newtonſchen Darſtellung iſt etwas erhalten und weitergebildet. New⸗ 


ton ſchrieb für die Ableitung einer Strecke s nach der Seit t, alſo für 


d 
d 


5 das Symbol s, für ar das Symbol y. Wir erkennen daran den Ur⸗ 


ſprung unſerer Schreibweiſe 5 für 8 und auch ihren Nachteil; ſie ver⸗ 


rät uns nicht die unabhängige Deränderliche und iſt nur zu gebrauchen, 
wenn dieſe ſelbſtverſtändlich iſt. Aber in der Mechanik wird auch heute noch 


d ER Me ee e 
x für gt für e 2 für It uſw. 


gebraucht. Hier verrät ſeit Newton der Punkt über der differenzierten 


Funktion, daß die unabhängige Deränderliche die Seit t iſt. 


a 


2. Abſchnitt. 
Die Differentiation der rationalen Funktionen. 


§ 5. Der Differentialquotient der Potenz mit ganzem Exponenten. 


Die vollſtändige Herleitung des Differenzialquotienten einer Funktion 
beruht auf einem Grenzübergange, der im Einzelfalle ſehr umſtändlich 
ſein Kann. Sie wird dadurch vereinfacht, daß man die Ableitungen der 
einfachen Funktionen bildet und dieſe Ergebniſſe fertig verwendet. Eine 
ſolche einfache Funktion iſt die Potenz 

8 | 3 x". 

I. n ſei eine ganze poſitive Fahl; z. B.n=2, alſo y == x'. Der 
Differenzenquotient dieſer Funktion wurde, wenn wir von einem Faktor 
abſehen, ſchon in 8 3, zweites Beiſpiel, hergeleitet. Wir bildeten dort den 

Differenzenquotienten 


„FFF 
* XI X * 3% 
Daraus folgt durch Grenzübergang der Differentialquotient 


d 5 b 
45 ne, + x)= xx. 


Ein anderes Beiſpiel gibt Allgemein für eine beliebige ganze 
poſitive Sahl n 
X i y = xn 
M _ior K 5 
XI X xi X xi X xi X 
Dieſer Quotient läßt ſich durch Diviſion ausrechnen; man erhält 
MI og Ix.x + x „ 3 
175 xX. u- 3. X2 di 
SEX N 2 LX 1 
3 Vfb 


KM SET „r e 2 
Ren re Br! 05 %G 

2 4 h 4 er 
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Aus lt; 

I. = 1 
Übungen. 
Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen: 
a b c d 

E 23x UL. Ve 
EINE NDS u 0X N Vox 
3 ,c vg N 2 = & 
A. y=1,3x° z—= 15%: „„ 


uſw. Bilde ſelbſtändig weitere Funktionen zum Differenzieren. 
II. n ſei eine negative ganze Zahl; dann it — n == m eine poſitive 
ganze Zahl, und wir ſetzen 


1 
SX X —. 


* 
. 
N V e N XI — X 
1 KX xi x XI X (x) NI „ ĩ᷑ 
5 * 5 N X 2 Ku x” a 3 
1 
+ 3 X . Ne 
d — m. 
dx N 8 N 
Erſetzen wir hierin — m durd) n, jo erhalten wir wieder 
d 
el —— = XU, 


dx 
d. h. die gleiche Formel wie für poſitive Exponenten. In dieſer Formel 
kann aljo n ſowohl eine poſitive wie auch negative ganze Sahl bedeuten. 


Übungen. 

a b C d 
5. Rgie A We VE Re? 

1 a 8 4 

b N 3 . V 

7 u 5 . Ba N 1 
6 1% 3x6 > 10x35 5 2x4 
3 156 1,7 1,8 
5 mx az er 


uſw. Bilde ſelbſtändig Beiſpiele zum Differenzieren. 
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$ 6. Allgemeine Lehrſätze über die Differentiation 
der Funktionen. 


J. Es ſei y=a, wobei a eine Konſtante, d. h. von x unabhängig, iſt. 


Beiſpiel: a=5 Allgemein für ein beliebiges a 
F F 
F | ae Pe 
ma 
dx e 


I Jede Konitante hat den differentialquotienten Null. . 
II. Es ſei y = au, wobei a eine Konjtante, aber u eine Funktion von x ilt. 


Beiſpiel: y= 5x? | Allgemein 
F Vi - Y au: au 
F xi —- Xx KI — X 
n alu) 
BR ent Fer NI X 
—5xX ＋ Xi Xx ＋ X) 
mat na I — lim N aim 
55 E e 
a) du 
RAR Ax 
Aus y = au folgt 
| 11 i dy mn son 
| 7 dx dx 
III. Es ſei y=u-+v; u = () und V= (J). 
Beiſpiel. y=x’+x° Allgemein 
TTT „F 
N xi X xi X 1 
VF!!! e 
EX * 55 
„„ 
e 
dy Ay W MT 
lim = 2X ＋ 3x? lim 
dx . ai dx 5 
— d(x?) lim 1 — U lim Ve 
FAR 55 dx N 
du dv 
ds I ax 


Für alle Funktionen dieſes Paragraphen wird vorausgeſetzt, daß ſie in dem betrach⸗ 
teten Bereich der Variablen x jtetig ſind bis auf einzelne Unſtetigkeitspunkte, die wir 
beim Differenzieren ausſchließen. 


, a be ächurs RL ale Da RAR RN, kan ich e 
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Aus y=u-v folgt 1 
VIE 5 


I] Eine Summe von Funktionen kann man gliedweiſe differenzieren. 


IV. Leite in ähnlicher Weiſe wie unter III die folgende Formel ab: 
Aus y= u — M folgt | 


V. Es ſei y=uv, 
. 
XI X xi X 
V nF 


* * * 1 u — 1 V 8 
Um von dieſem Ausdruck auf die Differenzenquotienten = und 3 
| Be, 1 855 


zu gelangen, müſſen wir im Sähler zwei paſſende Glieder mit entgegen⸗ 
geſetzten Vorzeichen einſchalten, die zuſammen 0 ergeben, z. B. — uv, Puy. 
oder — uv u,v, wie man auch bei der Serlegung von 45 — b? in 
zwei Faktoren Kr ab — ab einſchaltet. Dann erhalten wir / 
f!!! K 
XI - X XI X 


_ (lt u) Ba ee 


xi X xi X 


ar in re Be 
x 


xi = x 1 * 1 * 


vi - 
xi X 


„ u lim 


xi Xx 1 xi x 


Wenn u und v Funktionen von x ſind, jo folgt aus 
V= uv 
dy 
IE T = I Lug, 


y=vwW-uv. 
Va. Für die eben erhaltene Formel ſei im folgenden noch eine zweite Herleitung 
gegeben, da dieſe eine geometriſche Veranſchaulichung ermöglicht (Sig. 22). 


re 
* 


§ 6. Allgemeine Cehrſätze über die Differentiation der Funktion 


Es ſei y=uv y+Ay=(u--Au)(v-+Av) 
| =uv+uAv+vAu-AuAv 
Ay uAv-- vAu-+ AuAv 


en ra u. 21 — ä — 


Sig. 22 Differentiation des Rechtecks uv. 


Gehen wir jetzt zur Grenze Ax 0 über, jo werden aus den differenzenquotienten 
Differentialquotienten. Das letzte Glied der rechten Seite aber verſchwindet wegen des 


Faktors Au, wenn Au mit Ax den lim 0 hat. Dann erhalten wir 


E u du 


dx AX T dx 
y=ur-vu. 
a u ; 
Mies ei et dann iſt u = yv 
| „ 
vy“ = u' — y 
„ U, 
= U —v 
v 
vu! uv 
v 
} vu — uv 
9 v2 7 
u 
poet 
„ dr Lau ndr 
2 d x V dx v2 dx’ 
5 vu! — uv 
y v2 N 


VII. Es fi y=f() und u=y(x). 
. klug e) 
1 X xi X 
e 
F TR 
dy df(u) du 
ain dx 


u ee DE yo 
a 
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MI 
Weshalb iſt hier die kurze Schreibmeife y— Til) vermieden? 
Welche Unklarheit enthält ſie? 


VIII. y ſei eine Funktion von x, die wir a su oberen Teile der 
Figur 23 graphiſch dargeſtellt denken. Dann iſt 9 ig a (bg 
Formel a 


(> 
Sig. 23. Die Spiegelung des Bildes einer Funktion zur 
Darſtellung der umgekehrten Funktion. 


Nun ſpiegeln wir den oberen Teil der Figur an der geſtrichelten Ge⸗ 
raden; dann erhalten wir den unteren Teil. In ihr haben die X-Adhje 
und die Y:Achje ihre Lagen vertauſcht. Hier erſcheint x als Funktion 


von y umgekehrte oder inverſe Funktion) und 47 iſt gleich tg 6. 
Nun iſt aber 


1 
tg 6 = i 


und daraus ergibt ſich 


VII. a 
y 


N 


DIRT: 


8 


reren 


Übungen. 
Bilde die Ableitungen folgender Funktionen. 
a b c d 
o Ib u 27x? N 
3 
2.2=(a+b)x u = E 2 . 
d A ee 
1 1 1 1 | 
EN ee er „ uu 
5. a) 1 e M zer, 
c)u=8x?+4x!— xl, d) „„ 
e b) u 24 ＋ 5 45 
8 b ö 2 
VSV 
7. a) u GK 5) K — 5) b) = x Qa ＋ bx g Acx )), 
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) Y = = a); 


17 f 2 
d) „ bx ex. 


35 


Wie können die Funktionen der Reihe 7 einfacher differenziert werden, 


a 

X 

BIN ee 
3 
9 
2 - a2 
10. u . 
b 
„ 


12. „= (K +1)? 


„ (5% .43)%-u=ix — 5) v=(l2x 45) 


in 


I. u G 2) 
15. 


Vu 


Te. 
( 1) 


EX ＋CI) ? v=(2x— 5) 
V (zx 5) y = ( 3) 2 (X ＋ a) 


) 
Der 


1 


NZ 6 — 9 11 — 


1 
ex) 
16. Differenziere die 0 K = ir? nach r. Dam geometriſche Be⸗ 
deutung hat die Ableitung? 


Malſch, Sahl und Raum VIII 


wenn man ſie nicht, wie gegeben, als Produkte nach Formel IV behandelt? 


b G d 
23 1 3 
er x 1X 
Xx ＋3 3 EI EX 
8 X ＋ 2 N Tex par 
X 4 „ e 
1 e e 
Ve ?! MER 33 
* . SN Nl 5 a2 bx g- cx? 


FU 
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17. Nimm irgendeine Funktion, welche den Flächeninhalt einer ebenen 
Figur darſtellt, differenziere ſie nach einer Deränderlichen und gib die 
geometriſche Bedeutung der Ableitung an. 

18. Differenziere V—=zr?h einmal nacher, das andere Mal nach h. 
Welche geometriſche Bedeutung haben die Ableitungen? 

19. Nimm irgendeine Funktion, welche eine bekannte Rauminhaltsformel 
liefert, differenziere ſie nach einer veränderlichen und gib die geo- 
metriſche Bedeutung der Ableitung an. 

20. Dasſelbe für eine Oberflächenformel. 

Der Sinn der gefundenen Bedeutung ergibt ſich jedoch erſt dann, wenn 
wir nach den Erörterungen des § 4, II die Gleichungen in der Form 
dy=f’(x)dx ſchreiben. 


ST. Die Unterſuchung der Schaulinie einer Funktion mittels ihres 
Differentialquotienten. Maxima, Minima und Wendepunkte. 


I. Schon im 8 3, 2 wurde die geometriſche Bedeutung des Differential- 
quotienten einer Funktion / == f(x) für ihre Schaulinie gegeben. Es iſt 


danach = tg a, wobei d der Neigungswinkel der Tangente der Kurve 


im Punkte (x, y) gegen die X-Achſe iſt. Daraus ergeben ſich folgende 
Sätze: 
1. Wenn die Kurve y— f(x) ſteigt, iſt y' tg D 0 (vgl. Sig. 24). 
2. Wenn die Kurve y=f(x) fällt, it y' tg a S0 (ogl. Sig. 25). 
Y * 


Hig. 24. Das Steigungsmaß Fig. 25. Das Steigungsmaß 
iſt überall poſitiv. iſt überall negativ. 


3. Wenn die Kurve y = f(x) vom Steigen zum Fallen übergeht oder 
umgekehrt, jo iſt an dieſer Stelle y' tga = 0, vorausgeſetzt, daß y’ 
ſtetig iſt (ogl. Sig. 26). 


§ 7. Die Unterſuchung der Schaulinie einer Funktion uſw. 35 
Während aber die beiden erſten Sätze umkehrbar ſind, iſt es der letzte 
nicht. Das zeigt die Fig. 27. 


Beſonders anſchaulich wird die Bedeutung der erſten Ableitung für die 
Beſchreibung des Verlaufs einer durch die Gleichung y = f(x) beſtimm⸗ 


* 935 


E 
785 
X 
Sig. 26. Das Steigungsmaß Fig. 27. Das Steigungsmaß 
iſt in E und F gleich 0. N iſt in G ebenfalls 0. 


ten Kurve, wenn wir außer ihr auch die Ableitung y' f(x) ſelbſt durch 
eine Schaulinie bezogen auf dieſelbe X-Achſe darſtellen. Das iſt im fol⸗ 
genden an den Beiſpielen 


= X- X — 2, und 7 3 2X x, 
F 8 y=2— 2x in Fig. 29 
ausgeführt. | 


In Fig. 28 finden wir an der y-Kurve nur einen bemerkenswerten 
Punkt, nämlich den tiefſten, bei dem ſie vom Fallen zum Steigen über- 
geht. Der Wert der Funktion y iſt in ihm ein Minimum oder Tiefſt— 
wert. Für den zugehörigen Wert von x ſchneidet die y’-Linie die X=Achſe, 
alſo iſt hier y = 0. Das Entſprechende finden wir auch in der Fig. 29 
an der y-Kurve wieder. Dieſe Kurve hat nur einen Höchſtpunkt, an dem 
ſie vom Steigen zum Fallen übergeht. Ihr Wert iſt dort ein Maximum 
oder Hhöchſtwert. Auch hier iſt der zugehörige Wert von x durch den 
Schnitt der y’-Linie mit der X Achſe gegeben. In beiden Fällen finden 
wir das Maximum oder Minimum, indem wir die Gleichung y’— 0 zur 
Beſtimmung des geſuchten X-Wertes benutzen. 


| Man findet die Abſziſſerwerte für die Extrema einer Funktion, in: 
dem man die Gleichung y“ = 0 nach x auflöſt. 


Die Entſcheidung darüber, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt, 
gibt ebenfalls die y’-Linie. Steigt dieſe für den gefundenen Wert von X, 
jo iſt die y-Kurve wie in Fig. 28 nach oben hohl oder konkav. Dieſes 


85 
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Steigen aber zeigt der Differentialquotient der Ableitung “, 5 h. ni 


an, wenn er pofitiv ijt. Dieſer heißt auch der zweite Differentialquotient 
oder die zweite Ableitung der Funktion y; man drückt ihn durch folgende 
Symbole aus. 


4. 
i ne dx ta 
I. dx? f (x) y dx dx = ! 


y“ iſt in Fig. 28 für alle Werte von x poſitiv und zwar eine Kon- 
ſtante. Die y-Kurve iſt überall nach oben hohl. 


Umgekehrt iſt in Sig. 29 y“ ſtets negativ, daher iſt die Kurve über⸗ 


Sig. 28. Fig. 29. 


Bild der Funktion y= * Xx 2 und Bild der Funktion y De 2x— x und 
ihrer Ableitungen y“ und y“. ihrer Ableitungen y’ und y“. 


all nach oben erhaben oder konvex, alſo auch in dem Punkte ihres 5 
Extrems, und dieſes iſt daher ein Maximum. 


Iſt y“ pofitiv, jo iſt die y:Kurve oben hohl und hat als Extrem 
ein Minimum; iſt y“ negativ, ſo iſt di y:Kurve oben erhaben und 
hat als Extrem ein Maximum. 


Wir wollen alle dieſe Zuſammenhünge insgeſamt noch an einer Sunk- 
tion und ihren beiden erſten Ableitungen mit re S ver⸗ 


folgen (Fig. 30). 
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y=x?—4x. 
die y„-Kurve die y-Kurve die y’-Linie 
ſteigt von x = — O verläuft oberhalb der 
bis A, Xellchſe, 
fällt von A bis B, verläuft unterhalb der 
Xe lichſe, 
ſteigt von B bis verläuft oberhalb der 
0. X- Achſe, 
Sie hat ein Maximum ſchneidet die X-Adje, verläuft unterhalb der 
bei A, X-Adje, 
Sie hat ein Minimum 1 „ verläuft oberhalb der 
bei B. X= chſe, 
Sie iſt oben erhaben fällt, | verläuft unterhalb der 
links bis x = O, | X-Adjle, 
Sie iſt oben hohl rechts jleigt, verläuft oberhalb der 
ee ⸗Achſe, 


Sie wechſelt bei X 0 
ihre Krümmung. 


hat ein Minimum. ſchneidet die X-Adhie. 


al 
Ariel, 
| - 
8 
N 
3% 
8 
j\ | 
N BR X 
Fig. 30. Fig. 31. 
Bild der Funktion y—=x? — 4x ur) Bild der Funktion 
ihrer Ableitungen y’ und y“. | 5 


Erklärung: Ein Punkt, in dem eine Kurve von der hohlen 
zur erhabenen Krümmung übergeht oder umgekehrt, heißt 
Wendepunkt. 
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II Für einen Wendepunkt der y Kurve It 0. 


Dieſer Satz iſt aber nicht umkehrbar. Das zeigt die Funktion y — x* 
mit ihrer Schaulinie (Fig. 31) an der Stelle x = 0. 


Übungen. 
Unterſuche den Verlauf der folgenden Funktionen und, ob und wo ſie 
ein Maximum oder Minimum haben. 


a b 
1. = * — Ax E 3 y=12—7x+x? 
NER KIN | 7 X 2X 2 f 
5. 1 2,5) y = (X 1,5)? 
.y=4—x° ER Y Ax 
5. * x. „„ 
6. = N — 5x Y 3x?— 2x° 
a y = 28 ＋ 12x — x? 
8. y = Ax ö 5X 6 y=8-+9x — 2x 
9. y=4—5x—x° I = N XA 3 
10. y = X ＋ 2x? — 3 y = 5 — 3x ＋ 2x 
11. 5 Ka 0RT2) N . 2) 
12 a) y AG ) RI) 
15. 2 . 5) K e eee y- e ee 
1x RER SG 
IE yo 12, „„ 
1 1 1 1 
„ IR Kl 
2—3 
16.5 1 N . 
N 1 N 1 
See re N RT 
1 1 | 11 
VVV e 
1 / | 1 
MyZarm gen, 
20. y. | | ER 


(x — 2) | I x 1} 
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II. Wir haben an den bisherigen Beijpielen geſehen, daß die Null- 
ſtellen des Differentialquotienten Extreme der Funktion liefern, aber 
auch erkannt, daß die Gleichung f(x) = 0 keine hinreichende Bedingung 
für das Auftreten eines Extrems iſt. Da drängt ſich die Frage auf: „Iſt 
das Verſchwinden des Differentialquotienten eine notwendige Bedingung 
dafür?“ Sur Beantwortung dieſer Frage betrachten wir die folgende 
Kurve (Fig. 32) als Schaulinie einer Funktion. 


v 252 


—— 2 2 = . 


* 


E & 


Sig. 32. Kurve mit ausgezeichneten Punkten verſchiedener Art. 


1. welche bemerkenswerten Punkte zeigen, daß f’(x)—= 0 keine not⸗ 
wendige Bedingung für das Auftreten eines höchſt- oder Tiefit- 
wertes iſt? Welche Eigenſchaften hat f(x) in dieſen Punkten? 

2. Welcher Punkt zeigt, daß f(x) = 0 auch keine hinreichende Be— 
dingung iſt? Welche weitere Eigenſchaft kommt für f(x) hier noch 
hinzu? g 

3. Welche Arten von bemerkenswerten Punkten können bei den ganzen 
rationalen Funktionen nur vorkommen? 

4. Wieviel Extremwerte und wieviel Wendepunkte können bei den 
ganzen Funktionen zweiten, dritten, vierten Grades uſw. auftreten? 

5. Welche andern Arten von bemerkenswerten Punkten treten bei den 

rationalen gebrochenen Funktionen noch auf? 

Die entſprechende Frage für die irrationalen algebraiſchen Funktionen 

und andere kann erſt beantwortet werden, nachdem wir dieſe zu diffe— 
renzieren gelernt haben. 
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21. 


22. 


25. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


31. 


32. 
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Die Differentiation der rationalen Funktionen 


Übungen. 
Welches Rechteck mit ah gegebenen Umfang 2s hat den größten 
Inhalt? 
Welches Rechteck mit 15 gegebenen Inhalt F = c? hat den klein⸗ 
ſten Umfang? 
Gegeben iſt eine Parabel durch die Gleichung / = 3 — x”. 
a) In den Abſchnitt oberhalb der X-Achſe ſoll ein Rechteck mit 
größtem Inhalt gezeichnet werden. 
b) Welches Rechteck in demſelben Abſchnitt hat den größten Umfang? 


Welcher Zylinder mit dem vorgeſchriebenen Rauminhalt V hat die 


| kleinſte Oberfläche? 


welcher Zylinder mit der gegebenen Oberfläche O hat den größten 
Rauminhalt? 
In eine Kugel mit dem Halbmeſſer er ſoll ein Zylinder mit größtem 
Rauminhalt gelegt werden. 
Aus einem Kegel mit der höhe h und dem Halbmeſſer des Grund- 
kreiſes r ſoll ein Zylinder herausgeſchnitten werden, 
a) deſſen Mantel ein hHöchſtwert iſt, 
b) deſſen Rauminhalt ein Höchſtwert iſt. | 
Wie groß muß man den Mittelpunktswinkel eines Kreisausſchnittes 
wählen, damit aus dieſem ein Kegelmantel geformt werden kann, 
der einen Kegel mit größtem Inhalt faßt? 
Welche von den Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Oberfläche 
einer gegebenen Kugel mit dem Halbmejjer r liegen, hat nente 
dieſer Kugel die größte Kalotte? 

(Die entſprechende Aufgabe für den Kreis führt 91 5 eine tran⸗ 
ſzendente Gleichung. S. 8 10, 27 und 8 19, 6.) 


. Wie groß müſſen die Höhe und der Grundradius eines oben offenen 


zylindriſchen l-Gefäßes gewählt werden, damit deſſen Wandungen 
eine möglichſt geringe Oberfläche haben? 

Ein quadratiſches Stück Pappe hat die Seitenlänge 24 cm. Es ſoll 
aus ihm ein oben offener Kajten mit möglichſt großem Inhalt her⸗ 
geſtellt werden. Was für Quadrate müſſen zu dieſem Zwecke aus ſeinen 
Ecken herausgeſchnitten werden, damit die Seiten ne in die 
Höhe gebogen werden können? 

welcher Punkt auf der Derbindungsgerade zwiſchen zwei Licht⸗ 
quellen, deren Helligkeiten ſich wie a und b verhalten, wird am 
ſchwächſten beleuchtet? 


* 


r 
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35. Der Widerſtand T, den ein Balken mit rechtwinkligem Querſchnitt 
der Durchbiegung entgegenſetzt, iſt 
(bh, 
worin b die Breite, h die Höhe des Balkens und f eine Konſtante 
bedeutet. Aus einem Baumſtamm mit dem kreisförmigen Guerſchnitt 
vom Durchmeſſer d ſoll ein Balken mit größter Tragfähigkeit 5 
ausgeſchnitten werden. 


$ 8. Die Differentialquotienten höherer Ordnung. 


Wir haben im vorigen Paragraphen ſchon den zweiten Differential- 
quotienten 42 00 kennen gelernt. Wenn nun k“ (&) wieder eine 


Funktion von x iſt, jo können wir das Differenzieren fortſetzen und er- 
halten der Reihe nach die 1 höherer Ordnung 


d? vr 
os 1 
d’y 7998 


d’y 5 

dx 9 ym 5 f (x) uſw. 
Beiſpiel! / 
N a 


d?y 


d Y f. (x) — n(n x =e | 

u BR ar AV ER * 

% ae 

I ved fe C0 nn — 1) bn — 2). ., ( — pA Re. 


Die Fallſtrecke s eines Körpers iſt als Funktion der Seit t durch fol- 
gende Gleichung dargeſtellt. 


1 
8 7 
Dann iſt ſeine Geſchwindigkeit 
. 
V ar g 
und ſeine Beſchleunigung i 
d?s 
b — — — 4 
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Die Beſchleunigung iſt aljo der zweite Differentialquotient der Fall⸗ 
ſtrecke nach der Zeit. Das gilt für alle Vorgänge, die in der Seit ſtetig 
verlaufen. 5 

Nach dem zweiten Grundgeſetz der Mechanik von Newton iſt die Be⸗ 
ſchleunigung einer Maſſe der auf ſie einwirkenden Kraft proportional. 
Dieſes Grundgeſetz iſt die eine Quelle für die weitgehende Bedeutung, 
die der zweite Differentialquotient in der theoretiſchen Phyſik hat. 

Die Bedeutung der höheren Differentialquotienten für die Reihen⸗ 
entwicklung der Funktionen werden wir in § 15 und 15 näher kennen 
lernen. 


3. Ubſchnitt. 


Die Differentiation 
der übrigen Funktionen, die durch einfache 
geometriſche Beziehungen beſtimmt ſind. 


§ 9. Die Potenzen mit gebrochenem Exponenten. 


Es ſei y t oder y =* xn, wobei n — it und r und 8 
beliebige poſitive oder negative ganze Sahlen find. 
Beiſpiel: | Allgemein: 
3 r 
„ y = = 
v2 = xs. | ya xt, 
Wir differenzieren nun links unter Anwendung der Formel VI des 86, 
und erhalten: 


day?) _ Ay?) dy dx) av) addy de 
dx dy dx dx CCC den. dx 
dy Zur „ 
27 r 7 9X sy dx X 
BAR EIS BOSSE 
8 dx 85 1 
32 1 
— — — 
. — (8 — 1) 
2 
Br HS RER —— (6-1) 
ee 3% re 
8 
1 
A 3 2 dy me n—1 
73% ER 


Das iſt aber die Sormell im $ 5; alſo gilt dieſe für jede poſitive und 
negative ganze und gebrochene Sahl en. 
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Da ferner irrationale und tranſzendente Zahlen mit beliebiger Annähe⸗ 
rung durch gebrochene Sahlen ſich darſtellen laſſen, gilt die Formel auch 
in den Fällen, wo n eine irrationale oder tranſzendente Sahl iſt. 


Übungen. 
Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen 
a b 0 d 

1. = !x 3 N N 
2. 2 X N u K vg = 
3 Be 5 2 

. 8 — — — — = — 

x 8 5 8 


In den folgenden Beiſpielen erſetze man den Radikanden durch eine 
neue Deränderliche, z. B. in Aa) X + 1 durcheu und wende die For⸗ 
mel VI aus 8 6 an. 


A. ) N, r , II 55 
d) u aK I b. | 


e e 
3. % y- IR dar Ch W 
1 


J — X 2 


Unterſuche an der hand von Kurven den verlauf folgender Funktionen. 


) u ax bx Pe 


d) v 


6. X X 11. 5 X fx 
; I 
7. y = 3x — 2x 12. „ * 
N ö ee 
8. = 2x N — 1 1325 
N | 2 
9. = IX N 2 14. = K — 2)! 
8 5 
10. = x | 15. 1) 


Aufgaben aus Geometrie und Phyfik. 

16. Welches Rechteck im gegebenen Kreiſe mit dem Halbmeſſer r hat den 

größten Inhalt? (Vergleiche das Ergebnis mit dem von 8 7, 21 u. 22.) 

17. Welches Rechteck im gegebenen Kreiſe mit dem Halbmeſſer r hat den 
größten Umfang? 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Welches Dreieck mit dem gegebenen Umfang 2s hat den größten 


Inhalt? (Geht man von einer willkürlichen Grundlinie mit der Länge x 
aus, ſo hat offenbar das gleichſchenklige Dreieck darüber mit der 
Schenkellänge y= (2s — x) den größten Inhalt. An dieſes Dreieck 
knüpfe man die weiteren Betrachtungen zur Beſtimmung von x und y.) 
Welches Viereck mit dem gegebenen Umfang As hat den größten 
Inhalt? (Die gleichen vorbereitenden Betrachtungen wie bei Aufg. 18 
führen auf die Raute mit der Seite s. Es bleiben dann nur noch die 
Diagonalen zu beſtimmen.) 

Ein Kegel iſt zu konſtruieren, deſſen Mantel bei gegebenem Raum⸗ 
inhalt V= as. ein Tiefſtwert iſt. 

Welcher Sylinder in einer 5 Kugel mit dem Halbmeſſerer hat 


die größte Mantelfläche? 


2 


25. 


224. 


25. 


welcher Zylinder in einer gegebenen Kugel mit dem Halbmeſſer r 
hat die größte Oberfläche? (Die quadratiſche Gleichung, auf welche 
man kommt, hat zwei Löſungen, aber nur eine gehört zur urſprüng— 
lichen Aufgabe.) 

Welcher Zylinder in der Halbkugel mit dem Halbmeſſer r hat die größte 
Oberfläche? (Die Bemerkung zur vorigen Aufgabe gilt auch hier.) 
Zwei Punkte A und B außerhalb einer Ebene haben von dieſer die 
Abitände a bzw. b. Beſtimme in der Ebene einen Punkt C, jo daß 
AC - Cg ein Tiefſtwert wird. (Die Gerade AB ſoll auf der Ebene 


nicht ſenkrecht ſtehen.) Welche Bedeutung hat die Cöſung für die Optik? 


In welcher Höhe über der Mitte eines kreisrunden Tiſches (Durch— 
meſſer 1,60 m) muß eine Lampe angebracht werden, damit ein am 


Rande liegendes Buch am hellſten beleuchtet wird? 


§ 10. Die trigonometriſchen Funktionen. 


y=sinx 
nt 2 x — sin 1 
dx X X 1 5 
Ki EX N 
; 2cos 4X sin 55 
lin!!! 
xi x X 7X 
en 
8 | 
— lim cos lim 
XI X Xi REST 
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Im erſten Faktor führen wir den Grenzübergang aus und erhalten cos x. 
Nun iſt ferner nach Formel IV des 82 


„Sin 
1 a 


— 1. 


8— 0 
Setzen wir daher 2 — e, ſo ergibt ſich auch für den zweiten Faktor 


der Grenzwert 1, und wir erhalten: 
d sin x 


J. a C08 X. 
y= COS X. 
Ne En ES xi — COS ] 
dx Xi X X X 
x — X 
2 Sin N — 
— lim ER 
Xi X 8 
b N 2 R 
sin ierin 
Et, XI EX] i: 2 Miene 
lim Sin lim 1 
xi X X*1 D X 25 25 2 3 geſetzt. 
N . sin 
— — sin x lim ] 
2 0 
— — sinX. 
d cos Xx 4 
II. sin x. N 
— 
dy . E N 9 
o N Re 
— . | 1 Sin =] 
y>x XI - X \COSX4 COS X 
Et 1110 Be sin xi cos x — COS x; Sin x )] 
n cos xi cos x 
ln | 1 sin (xi — X) Hierin wird xi. — X s 
* x cos xi. cos x xi X geſetzt. 
| 1 Tsine 
Cos? x 8 | € | 
8 — 0 
er 
58 
III ute X 1 


dx cos? x 


— —— ̃ — — — 


Er 
2 U 


1. 
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y= cotg X 


dy Zn = x — cotg 2] 


xi x XI X 


cos x1 cos x 
—= lim 5 
ein; sin x 


Xi X 


cos xi sin x sin xi cos x 


lim — a a 
7 sin xi sin x 


* * 
N) 15 1 — 
. Sin xi sin x 

1 g sin e 
e ee 


Übungen. 
Leite die Formel III. dieſes Paragraphen aus der . des 8 6 


her, nachdem tg X durch Rx erſetzt iſt. 


COS X 


2. Leite die Formel IV. dieſes Paragraphen aus der Formel V. des 8 6 her, 


14. N = Sin Xx 3 = COS X 


nachdem cotg x durch Dee erſetzt iſt. 


Sin X 


Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen: 


a b 
JF 3008 x. y=-tgx— cotg x 
4. x sin x N eos 
dig „ eßdtg 
6.y=sin(x-+ a) y=sin (a — N) 
.y=cos(x-+a) | y = cos (a — ) 
8. / = tg(x + a) y=tg(a— x) 
9. y=cotg(x a) y= cotg (a — x) 
10. y = sin 2x | V=0093X 
11::y = 14x: „ colg 5x 
12% Sin x s 
tie eos 


1 1 


N and 
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15. y 2 sin x 5 co R 
16. y Jig x y Feotgx. 


Unterſuche den Verlauf der Schaulinien folgender Funktionen, ins⸗ 
beſondere ihre Nullitellen, Extreme und Wendepunkte. e die Schau⸗ 
linien nach der Tabelle. 


a b 
ER. 7 N 
18. y Xx A sin x y=x-cosx 
19. y=x— sin2x y == cos 3x X 
20. y sin x ＋ cos x y = sin 2x Æ cos x 
21. y sin x cos 2x V. Sin 
22 7 er 8 

1.9 NP 
23.y=— Sin x y= cos x 
24. y=-sin5x * 200833. 


Aus Geometrie und Phyfik. 


Eine Reihe von früher behandelten Aufgaben mit Wurzelgrößen, ins⸗ 
bejondere ſolche mit Figuren, die einem Kreiſe oder einer Kugel ein- 
beſchrieben ſind, laſſen ſich einfacher (ohne Wurzeln) löſen mit Hilfe von 
trigonometriſchen Funktionen eines geeigneten Winkels, 3. B. die Auf- 
gaben § 9, Nr. 16, 17, 21, 22 und 23. 

25. In einen Halbkreis mit gegebenem Halbmeſſer er iſt ein Trapez ge⸗ 
zeichnet, deſſen Grundlinie mit dem Durchmeſſer zuſammenfällt. Wie 
groß muß die Höhe fein, damit 
a) ſein Inhalt, 

b) ſein Umfang einen höchſtwert hat? 
26. In einen Kreisausſchnitt mit dem Mlittelpunktswinkel 2a iſt ein 
| Rechteck gezeichnet. Wo liegen feine Ecken, wenn der Inhalt ein 

Höchſtwert ſein ſoll? 
27. Welcher von den Kreiſen, deren Mittelpunkte auf dem Un e 

eines gegebenen Kreiſes mit dem Halbmejjer r liegen, hat innerhalb 

dieſes Kreiſes den größten Bogen? 

(Man kommt hier auf eine tranſzendente, aber ſehr einfache Gleichung. 
S. § 19, 6. Dgl. auch dazu S 7, 29.) 
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28. Welches iſt der Weg eines Lichtſtrahls durch ein Prisma für das 
Minimum der Ablenkung? (Fig. 33). 


Fig. 55. Der Weg eines Lichtſtrahls durch ein Prisma. 


29. Man berechne den Halbmeſſer o eines Regenbogen und deſſen Breite 
vom roten bis violetten Rande or — o,. 


e—4P — 2a; sin c n sin g (Fig. 34). 


Fig. 34. Der Weg eines Lichtſtrahls durch einen Regentropfen. 


Die Sonnenſtrahlen fallen alle parallel auf den Regentropfen. 
Durch Brechung und Spiegelung an der kugeligen Oberfläche werden ſie 


dann nach verſchiedenen Richtungen zerſtreut. Nur für den Fall, daß 
4 0 iſt, fallen benachbarte Strahlen auch wieder parallel heraus und 
geben in dieſer Richtung ein beſonders helles Licht. Das iſt die alte 
Theorie von Carteſius, welche für große Regentropfen, bei denen die 
Lichtbeugung einen geringeren Einfluß hat, die Hauptſache wiedergibt. 


Malſch, Sahl und Raum VIII 4 
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Die Differentiation der übrigen Funktionen 


§ 1. Die zyklometriſchen Funktionen. 


y aresin X. 


Sin y, 
ax ı — Sin? v 1 
E20 
dx cos y 71 — * 
d aresin x 1 
I. m I ——— 
dx +1 -* 
y=arccosx. 
„„ 
d f a f 3 
dy in yz sin y = — cos®’y=J1—x% 
e 
dx sin y yı—x 
II. „ 1 . 
d x ＋ 1 -x 
y=ardgx. 
Xx = tg y, 
* 
dy cos y! 
A 2 AR ar. 
EBEN. 
daretgx 1 
III. e 
y= arecotg x. 
x CO Y 
5 
d sin 
A a 1 — a 
EEE ee mo 
Iv. dareeoigex 81 


dx HER? 


* . D „ re 14 0 
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Übungen. 
Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen: 
. . X 
1. Y arcsin 3 | 2. y arccos 
5. y—Barctg , 4. L arccotg X. | 


8 12. Die Krümmung der Kurven. 


J. Erklärung. Die bisherigen Unterſuchungen der Kurven erſtreckten 
ſich in erſter Linie auf ihren Verlauf in bezug auf das Koordinatenkreuz 
(dazu dienten die erſte und zweite Ableitung) und dadurch ergab ſich auch 
ſchon ihr Verlauf an ſich. Eine jeder Kurve an und für ſich eigentüm- 
liche Eigenſchaft iſt ihre Krümmung. Um dieſe zu beſchreiben, müſſen 
wir ſie zuerſt definieren, damit wir ein Maß für ſie angeben können. 


Fig. 35. Meſſung der Biegung einer Kurve. 


Ein Linienſtück AB (Fig. 35) iſt gekrümmt, wenn die beiden Tangen- 
ten am Anfang und Ende einen Winkel « miteinander bilden. Wir 
nennen ſolch eine Linie AB auch gebogen oder auch Bogen AB. à ilt 
ein Maß der Biegung. Dieſe hängt außer von der Krümmung auch von 
der Länge der Linie AB ab. Wir definieren daher: 


I Unter der Krümmung eines Vogenſtücks AB verſtehen wir das Der: 
hältnis | | 
5 a 

k — D , | 
wobei a der Winkel der Tangenten in A und B und b die Länge des 
Bogens AB iſt. Da aber die Krümmung auf dem Bogen AB noch ver— 
änderlich ſein kann, wie z. B. bei der Ellipſe, Sinuslinie u. a., ſo müſſen 
wir, um die Krümmung an einem Punkte, z. B. A zu erhalten, an dieſem 


4* 
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ein kurzes Bogenſtück AA, = Ab abgrenzen, für dieſes Stück die Bie⸗ 
gung A meſſen, dann zuerſt den Differenzenquotienten = bilden und 


endlich zur Grenze lim oder lim übergehen. Dann erhalten wir die Krüm⸗ 
A1 A Ab- 


mung im Punkte A 


I. kK = lim = — 


II. Berechnung. Wir gehen nun daran, den Wert des Krümmungs⸗ 
maßes aus der e y=f(x) herzuleiten. Dazu müſſen wir 


den Differentialquotienten Sr b in Suſammenhang mit der Deränderlichen x 


bringen. Das geſchieht durch 1 Anwendung der Formel VI. des 8 6. 
Es iſt 
d dg ‚diga dx ds 


db  dtige dx ds db 
Hierin bedeutet s die sea des Bogens b, As die N Bogens Ab, 
Nun iſt aber 


As ds 
1 BEV. 
Ab 0 Ab "db 
2 As? = Ax? + Ay? 
SE * 
* 1 N) 
ds 3 
d N 515 Ya 
3 tg = 
dtg ? 
dx N 
dig a 1 
4. d a cos? « 
a ae 
3 1 —— vr 
Sühren wir diefe Werte in die obige 1 7 0 ein, ſo ergibt ſich 
d a 1 54 1 


b ee N 
Das Krümmungsmaß iſt alſo 
II. 3 — — 
1 * 
III. Der Krümmungskreis. Als erſtes Beiſpiel und zugleich zur Be- 
währung der gewählten Definition berechnen wir die Krümmung eines 
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Kreijes. Wir müſſen erwarten, daß wir hier keine Funktion des Ortes, 
ſondern eine Konſtante finden, da der Kreis überall gleichmäßig gekrümmt 
ib Der Kreis Ist gegeben durch die Gleichung 

Ne 
Um S = zu berechnen, iſt es nicht nötig zuerſt y auszurechnen, ſondern 
wir en ſowohl x? wie auch y als Funktion von x auffallen und 
gliedweiſe nach x differenzieren. 


d 
N SR 
d 
. 1 x 2 
„„ 
1 2 2 
„ 
12 


Dieſer Quotient iſt im erſten und zweiten Quadranten negativ, im dritten 
und vierten poſitiv. 


| I+y’=1 5 5 5 95 alſo ſtets poſitiv. 
12 
K 15 = — 4 im erſten und zweiten Quadranten, 
. | 
y 


— 5 im dritten und vierten Quadranten. 


Das „.“ Zeichen gibt an, daß die Kurve auf derſelben Seite hohl, wo 
die poſitive Richtung der Y-Adhje liegt, das „—“ Seichen, die entgegen— 


Fig. 36. Der Krümmungsmittelpunkt M der Kurve für den Punkt A. 


geſetzte Richtung. Der Kreis hat alſo als abſolutes Krümmungsmaß die 
Konſtante = den reziproken Wert ſeines Halbmeſſers. Je kleiner diejer 
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iſt, um ſo ſtärker iſt er gekrümmt und umgekehrt. Daher kann man zur 
Veranſchaulichung der Krümmung einer Kurve an einer beliebigen Stelle 


einen Kreis mit dem Halbmeſſer r = = benutzen. Ein ſolcher Kreis wird 


ſich dort der Kurve beſonders gut anſchmiegen (Schmiegungskreis). 
Wir beſtimmen noch die Koordinaten xn und yu ſeines Mittelpunkts. 
Dieſer liegt auf der senkrechten der Tangente im Berührungspunkt 
(Normale) und hat von ihm auf der hohlen Seite der Kurve die Ent⸗ 


fernung r. 
Aus der Sig. 36 leſen wir folgende Gleichungen ab: 
Im sin d, n — cosa 
＋ 1 
Xxm = X E sin a, Vm = Y — H cos g. 
Hierin iſt zu ſetzen | 
. to 0 y' | 1 1 
SIT 8 und COST (8 
e i I i ee Yierya 
| Yi+y? FOR ; | 
und 5 denn T =. fly a, 
Dann ergibt ſich 
„ > „„ 
Xm = X y” und Ym * + * 
Übungen. 


Berechne die Krümmungsradien für die Scheitelpunkte 
1, der Paf abel 2pX, 


2. der Ellipſe 2 . 


5. der Hyperbel a 9 1, 


A. der Kettenlinie y 2 (e . e ), 
5. der Sykloide * = 1 sin 9), 

y=r(l— cosg), 
6. der Sinuskurve / = sin x im punkte x — 2; 


TE 


7. der Kurve — sinx cos x im Punkte x = 


4. Abſchnitt. 
Dotenzreihen. 


§ 15. Einführung durch das Beifpiel der Funktionen 
cos X und sin X. 


I. Wir haben die Funktionen sin Xx und cos x, die durch ihre geo- 
metriſchen Definitionen beſtimmt ſind, dadurch genauer kennen gelernt, 
daß es gelang, auch ihre Ableitungen zu ermitteln; aber ihre Berechnung 
für einen beliebigen Wert von x iſt noch nicht klargeſtellt. Wir wollen 
jetzt an die rechneriſche Darſtellung dieſer Funktionen herantreten. Einen 
weg dazu weiſen uns ſolche Zahlen wie 3. B. Y2 = 1,41421... und 
r 3, 14159 ..., die auch geometriſch beſtimmt ſind, aber nicht durch 
eine endliche Anzahl von rationalen Zahlen ſich ausdrücken laſſen. Da⸗ 
her muß man es eben mit einer unbegrenzten Anzahl verſuchen und im 
einzelnen Falle ſich mit einer endlichen Anzahl als Näherungswert begnügen. 

Verſuchen wir zuerſt den Aufbau der Funktion y= f(x) = cos x, in 
der X die Maßzahl des im Bogenmaß gemeſſenen Winkels bedeutet. Da 
für X = 0 die Funktion y= 1 iſt, jo ſetzen wir fürs erſte als An⸗ 
näherung die Hilfsfunktion (X) = 1 und ſtellen ſowohl f(x) = cos x 
als auch fc.) = 1 in Karteſiſchen Koordinaten durch Schaulinien dar 
(Fig. 37), um anſchaulich zu erkennen, inwieweit ſie übereinſtimmen. Wir 
ſehen, daß die Funktion &) die Tangente der Kurve y= cos X liefert, 
und bemerken dabei, daß nicht bloß für X = 0 eine völlige, ſondern 
auch für kleine Werte von x eine gute Annäherung gewonnen iſt. Eine 
beſſere würden wir erhalten, wenn wir ſtatt der Geraden y(x) = 1 den 
Krümmungskreis mit dem Halbmeſſer 

3 
Tu En = 
y 
für den Scheitel anſetzen würden (Fig. 38). 
* . J , e e lx. 

Dieſe Hilfsfunktion 50) aber iſt irrational. Wir fragen daher, ob 

nicht auch eine rationale, wenn möglich ganze Funktion eine Kurve liefert, 
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die ſich ebenſogut wie der Krümmungskreis anſchmiegt. Das iſt offen⸗ 
bar für jede Funktion der Fall, deren erſte und zweite Ableitung bei 
x = 0 die gleichen Werte haben wie y = cos x. Wir ſetzen daher eine 


COSK 


Sig. 37. Die Kojinuslinie mit der Sig. 58. Die Kojinuslinie mit dem 
Tangente im Punkte (0,1). Krümmungskreis für den Punkt (0,1). 


ganze Funktion zweiten Grades an, deren Koeffizienten wir in folgender 
Weile beſtimmen: 
Andererſeits iſt: 


9, Sa a xX EAX: 90) = a, „„ H0) =] 
DR) = a, +2a,x| Y (0)=a, f(x) = sin x10 
9X) = 2a, % (0) = 23, f. = cos x|f”(0) = 

Die Gleichung 70) = f(0) liefert a, = 1 

5 . e,, | 
5 „ 6 (0) ="), 23a, oder 33 


* Die Funktion, die die Bedin- 

| | gungen bezüglich der erſten 
und zweiten Ableitung erfüllt, 
lautet alſo 


V e 


Dieſes iſt die Gleichung einer 
Ix) V Parabel, die wir Schmiegungs⸗ 
Sig. 39. Die Hoſinuslinie mit der ae parabel nennen. DasSchaubild 
ee (Sig. 39) zeigt die 0 05 An⸗ 
näherung. Die Rechnung zeigt, daß 00 und cos X bis 6° auf 5 Dezimal⸗ 
ſtellen übereinſtimmen; erſt bei 7“ it 90 in der fünften Stelle um eine 
Einheit kleiner. 
Der oben eingeſchlagene Weg weiſt aber auch auf die Möglichkeit 
weiterer Vervollkommnung hin. Wenn wir eine ganze Funktion mit noch 

höheren Potenzen anſetzen, 3. B. 
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p(X) —=3,+4X Fi a x Hr ag X 1 a] x., 
jo müſſen wir die Faktoren ac, a,, 42, a, und a, jo beſtimmen, daß die 
Erſatzkurve ſich der cos-Kurve an der betrachteten Stelle noch beſſer an— 
ſchmiegt als die Schmiegungsparabel, und das geſchieht, wie wir nach 
dem obigen vermuten, wenn beide Funktionen auch noch in den weiteren 
Ableitungen übereinſtimmen. Das liefert uns folgende Zuſammenſtellung: 


„ a EAN aK + ag K E a. X. 90) = a, 
p C = a, + 22,X-+ 32,x° ＋ 4a,x° 9 (0) S a. 
e Zz 8 
G. = 2:88, 23.44 X 1 
9 ) — )))) 
FIX) ces x e 
f(x) = — sin x (0) 0 
f(x) = — cos & f(()=—1 
HR) sin x I. (0) = 0 
| f) = cos x Ol. 
Die Gleichung 0) = f(0) liefert al 
" " p(0) = 00 " 1 90 
5 h V 2a. oder a. -— 
ni 1 e 2333 0 a) 
7 Y (O) —FUN(0) „ 2.3 4a = 1 „ 4. 2234 


Für 1-2-3-4 ſchreiben wir fortan 4! (in Worten „4 Fakultät“), ebenſo 
(n —1):n kurz nl. 


allgemein für 12.5 


Sig. 40. Die Koſinuslinie mit der Schmiegungsparabel 4. Grades 
für den Punkt (0,1). 


Wir erhalten daher die Erſatzfunktion 
90 = 1 — 21 an 15 


mit Schaubild in Fig. 40. Da wir dieſe Reihe beliebig fortſetzen und da: 
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mit, wie die Anſchauung zeigt, die Annäherung immer weiterführen können, 
ſo dürfen wir annehmen, daß die Reihe 


8 
VV 
die Funktion cos x, um ſo genauer darſtellt, je mehr Glieder wir nehmen. 
II. Das gleiche Verfahren ermöglicht uns auch für die Funktion sin x 
eine paſſende Erſatzfunktion (&) = 4% ＋ AX ＋ ax? ＋ ax ＋ Ax 
＋ 2,x° zu ermitteln. Zur Beſtimmung der Faktoren a, bis a, dient fol⸗ 
a Rechnung. 


Y „„ wu a; x ＋ a Xx! ＋E a, x 


e = a, + 2a Xx 4 3a,x? 1 4a,x° + 5a,x' 
9. (0 = 2a, ＋ 2. ax E 3. 4a & E A4 5a 
G. 0 = 2:33, ＋ 2.3. 4a Xx 3.4. 5a5 X 
a 8 2.3.48, + 2 0a 
yM (x) = 2:3.4-5a, 
700) = a, f(x) = sin x 4000 0 
9 (0) S a, (x) 68 1 00 4 
910). 23. f.“ = sin x 0 
95 C00 = 2 Saz i"&)=—cosx | Fr 
%) = 2.3. 4a. fn n Ne 
yN(x) = 2.3.4. 5a, || f(x) = cos x 10000 1. 
Die Gleichung 0) =f(0) liefert 49 
5 1 p (0) Gar f’(0) " de 
5 5 RE e 2 oder ,— 0 
n n BETTEN, 2.3 le — r- 
5 5 αν)(0) f) „„ 2 3% aa P 9 


5 „ 0 ο —=EN(0) „ 2.5. 4.5a 1 
Wir erhalten daher die Erſatzfunktion 
* x® 
PR R ee 


Da wir das Bildungsgeſetz auch für beliebig viele weitere Glieder aus 
der obigen Zuſammenſtellung entnehmen können, jo dürfen wir auch hier 
annehmen, daß die Reihe 


CC 


die Funktion sin X um ſo genauer darſtellt, je mehr Glieder wir nehmen. 


un Pi ! Au? 
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Übung: Seichne die Schmiegungskurven der verſchiedenen Grade auch 
für die Sinuskurve. | 

III. Die hier erhaltenen Reihen für sin X und cos x ermöglichen eine 
praktiſche Berechnung der sin⸗ und cos:Tafeln, und zwar genügen bis 
etwa 6° ſchon die beiden erſten Glieder jeder Reihe zur Berechnung von 
5 Stellen. Für X iſt dabei natürlich nicht das Gradmaß, ſondern das 
Bogenmaß zu nehmen, 3. B. 90˙ — 2 uſw. Für größere Winkel benutzt 
man zweckmäßig eine Zerlegung des Winkels und die Formeln 

sin (a E 6) = sin q cos 6 ＋ cos sin g und 
cos ( g) = cos a cos 56 — sine sin ß. 

Für a ſetzt man das in dem gegebenen Winkel enthaltene größte Viel— 
fache von 3° ein. Denn die Winkel von 3“ und beliebigen Vielfachen 
davon können mit Sirkel und Lineal konſtruiert werden, und daher auch 
ihre Funktionen durch algebraiſche Ausdrücke mit Quadratwurzeln be- 
liebig genau berechnet werden. 


Übungen. 
Berechne auf eine Dezimalſtelle mehr als deine trigonometriſche Tafel 
angibt: 


5 SD 
1. sin 1° und cos 15, sin 61° und cos 61“ 
2. sin 20 „ cos 20, e 
3. sind „ 6s 3%, Fin 8e cos 480 
4. sin 46 „ cos 4%, Si es 
N sin23° „ cos 230. 


8 14. von den unendlichen Reihen und ihrer Konvergenz. 


Im vorigen haben wir aus dem leicht erkennbaren Bildungsgeſetz der 
Erſatzfunktionen für sin X und cos X einen naheliegenden, aber doch ge— 
wagten Schluß auf die Fortſetzung dieſer Reihen ins Unendliche gezogen. 
Bevor wir dieſes Verfahren auf beliebige Funktionen verallgemeinern, 


müſſen wir einige Fragen erörtern, die ſich an ſolche unendliche Reihen 


knüpfen. Wenn uns auch unendliche Reihen von den Dezimalbrüchen und 
den geometriſchen Reihen ſchon bekannt ſind, ſo wird doch der Umſtand, 
daß in den hier gefundenen Reihen noch die Deränderlihe x vorkommt, 
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uns zu beſonderen Bedenken Anlaß geben, und es wird mit Recht die 
Frage aufgeworfen: „Kann man eine ſolche Reihe überhaupt verwenden? 
Hat ſie einen endlichen Wert?“ 

J. Der Begriff der Konvergenz. Betrachten wir von einer gegebe- 
nen unendlichen Reihe die Summe der erſten n Glieder als Funktion g (n), 
fo iſt die Summe der Reihe definiert durch den Grenzwert 


g ⸗ lim g (h). 
n — 
In jedem einzelnen Falle bedarf es freilich der Unterſuchung, ob dieſer 
Grenzwert exiſtiert. Iſt es aber der Fall, ſo nennen wir die Reihe kon⸗ 
vergent! (nämlich gegen g). Wir definieren: | 
I] Eine unendliche Reihe heißt konvergent, wenn die Summe der eriten 
In Glieder für lim n= s einen endlichen Grenzwert hat. 


II. Konvergenz-Bedingungen. Eine notwendige Bedingung für 
die Konvergenz einer unendlichen Reihe 


0 . , e e e 
iſt die Eigenſchaft ihrer Glieder, daß ſie mit zunehmender Ordnungs⸗ 
zahlen ſich dem Grenzwert 0 nähern, alſo 


lim Un = 0. 
1— 


Dieſe Bedingung ſchließt aber die Möglichkeit nicht aus, daß auch für 
beliebige hohe Ordnungszahlen n in ſich immer wiederholenden Fällen 
un 1 un iſt. So iſt z. B. die unendliche Reihe 


s. C (0 ss 
konvergent, obwohl jedes Glied mit einem ungeraden Exponent größer 
als das vorhergehende iſt. Andererſeits iſt die Bedingung, daß von einem 
angebbaren Gliede an ſtets Un+ı < Un iſt, auch neben der obigen Be⸗ 
dingung lim un = 0 nicht hinreichend, daraus auf ihre Konvergenz zu 


ſchließen, wenn alle Glieder der Reihe poſitiv ſind. Das zeigt die Reihe 
en 

Die Summe dieſer Reihe wächſt mit zunehmender Gliederzahl über jeden 

endlichen noch jo großen Wert hinaus. Denn 


Dom lat. convergere zuſammenneigen. 
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11 E 2 12 
8 
V 
uſw. ohne Ende. 
Summieren wir jetzt die linken Seiten, ſo ergibt ſich jene unendliche Reihe, 
und dieſe iſt größer als die Summe der rechten Seite, deren Wert über 
alle Grenzen wächſt. 

Eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz einer Reihe iſt die 
Eigenſchaft, daß von einem angebbaren Gliede an die folgenden abſolut 
genommen immer kleiner ſind als die entſprechenden Glieder einer andern 
Reihe, deren Konvergenz bekannt iſt (3. B. einer unendlichen geometriſchen 
Reihe). Hieraus leiten wir ein äußeres Kennzeichen der Konvergenz her. 


Wenn in einer unendlichen Reihe 
u -F ul F u, ... u, Cu, i 
von einem gewiſſen Gliede un an für jedes r > n der Guotient 
Sd liſt, jo iſt fie konvergent. (Cauchy, 1821.) 
Beweis: Die Summe der erſten n Glieder 
J ech non 
hat, wenn alle einzelnen Glieder endliche Werte haben, auch einen end- 


lichen Wert. Es bleibt alſo nur noch nachzuweiſen, daß auch die Summe 
der übrigen unendlich vielen Glieder 


5 Ru = Un ＋ Uni 
einen endlichen Wert hat. Nun iſt 


do — wm xl 


1 
ur 


Un Un 
Und nach Dorausſetzung 
F " 
Un 3 < Un+2(4 = Ung? „ 5 

uſw. 


Summieren wir die beiden Seiten aller dieſer Gleichungen, bzw. Un- 
gleichungen, ſo ergibt ſich 
Ru, ill 0° a A ) 
lee 5 
Alſo muß auch Ru einen endlichen Wert haben und damit auch die Summe 
der ganzen Reihe Sn + Ra. 


62 eben 
Das trifft 3. B. zu bei den Reihen 


gi XU 


xD 
35 e en De 2 
x? x4 Xn gar? 
und ann 


FU RR 1% 

1 
Wie groß nun auch x ſein mag, wir brauchen nur bis zu dem Gliede 
zu gehen, für welches n >x iſt, jo iſt der unterſuchte Quotient q Y 1, 
und daher konvergiert die sin-Reihe für jeden Wert von x. Das gleiche 
gilt von der cos-Reihe. Die hier eben benutzte Konvergenzbedingung 
iſt aber keine notwendige. Geiſpiele: die Reihen der folgenden Übungen 
2 und 3). 


Denn nach dem Satze von Caudy e wir 


Übungen. 
Prüfe folgende Reihen auf ihre Konvergenz mit hilfe des Satzes von 


Tauchy: 
I. ILT 45 4434... 


7ͤͤ ĩð 
n 

4. 1 . 3. 55 

00 6 6295 
a 

In welchen Grenzen für x konvergieren die folgenden Potenzreihen: 
Fp 

8. 
, 

10. „ 47 „„ 5 

11. 1 4 ( HC) rt) rt 
1% % ½/f.Ul!e a 


S m 


N | 


R 
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Eine allgemeine gültige, ſowohl notwendige wie auch hinreichende Be— 
dingung für die Konvergenz unendlicher Reihen gibt es nicht. 
III. Bedingte Konvergenz. Der Wert einer Reihe, alſo auch ihre 
Konvergenz, kann von der Reihenfolge ihrer Glieder abhängen. Es ſei z. B. 
1 1 | u: 1 1 
2 er nr 


dann iſt s = lim sau 0, ebenſo wie auch Sen für jedes endliche n 
1 ; 


gleich 0 iſt. 
Die folgende Reihe 


FF 


enthält dieſelben Glieder wie die vorige reihe 8, nur in anderer An: 
ordnung. Ohne die Ordnung zu ändern, kann man Paare von neben— 
einander ſtehenden Gliedern in der oben angedeuteten Weiſe zuſammen— 
faſſen, ſo daß ſie folgende kürzere Darſtellung erhält 
„„ er e 5 

Der Wert dieſer Reihe iſt aber offenbar nicht 0, ſondern es it t T1, 
aber auch t 2; ihr Wert iſt Jog 2. Solche Reihen heißen bedingt kon— 
vergent, nämlich bedingt durch ihre Reihenfolge. Dagegen heißen Reihen, 
deren Konvergenz nicht von der Reihenfolge ihrer Glieder abhängt, un— 
bedingt konvergent. 

IV. Die Konvergenz der potenzreihen. Die Reihen, mit denen wir 
uns im folgenden beſonders zu beſchäftigen haben, ſind die Potenzreihen, 
von denen wir ſchon zwei im vorigen Paragraphen bei der Entwicklung 
von sin x und cos x kennen gelernt haben, alſo Reihen von der Form 

f() = a ax a x? . ax E uſw. 
Hört eine ſolche Reihe mit einem beſtimmten Gliede auf, jo iſt f(x) eine 
ganze rationale Funktion. Hat aber die Reihe kein Ende, und gibt es 
auch keine andere geſchloſſene algebraiſche Form für die Funktion f(x) 


(wie z. B. in dem Falle 1 1+x+x°”-+---), jo heißt fie eine 

tranſzendente Funktion. 

| Innerhalb des Bereiches von x, in dem eine pete ede konver⸗ 
giert, iſt ſie auch unbedingt konvergent. 


Der Beweis dieſes Satzes muß hier übergangen werden, der Satz aber 
ausdrücklich genannt werden, da aus ihm eine wichtige Eigenſchaft der 
Potenzreihen folgt. Man kann mit ihnen wie bei geſchloſſenen Ausdrücken’ 
die Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Diviſion 
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gliedweiſe vornehmen, bei denen bekanntlich Umordnungen der Glieder 
vorkommen, und davon wollen wir im folgenden gelegentlich 3. B. beim 
Differenzieren Gebrauch machen. | 


| Eine durch eine Potenzreihe dargeſtellte Funktion kann differenziert 


werden, indem man die einzelnen Glieder differenziert. 
Beweis: Es ji f() = u ＋ ai x ＋ ax ag x 
XI) — 40 9 a1 K a xl 5 a; x1 + 
f(x) 7 ( N) . a, (Xl EN x) 1% . x°) = ag ( X* + ER: 
Dieſe Zuſammenfaſſung auf der rechten Seite iſt nur nach Umordnung 
der Glieder möglich, und N ſetzt die unbedingte Konvergenz der Pole. 


reihe voraus. 
Nun dividieren wir beide Seiten durch x, — X; das ergibt 


„„ . 45 N 9 5 . 1 


xi —X Xi — 


Dann machen wir auf beiden Seiten 92 ent xi x und erhalten 
df d ( d ( 
Data tat 


wobei wir (ohne c vorausſetzen, daß dieſer rer im 
HKonvergenzbereich der Potenzreihe erlaubt iſt. 


Übungen. 17 
15. Beſtätige dieſen Satz an den in vorigen Paragraphen erhaltenen Reihen 
für sin Xx und cos X. 
14. Leite aus der bekannten Reihe 
V8 
durch Differenzieren die Reihenentwicklung ihrer Ableitung her. 

V. Gute Konvergenz. Für die praktiſche Berechnung von Sunktions- 
werten kommt es nicht allein darauf an, daß eine Reihe überhaupt 
konvergiert, ſondern daß ſie auch gut konvergiert, d. h. daß man mit der 
Berechnung der Summe einer geringen Anzahl von Gliedern einen brauch⸗ 
baren Näherungswert erhält, deſſen Abweichung vom wahren Wert kleiner 
als eine vorgeſchriebene kleine Fahl iſt. Zwecks Abſchätzung der Summen 
der weggelaſſenen Glieder kann man dieſe in einem geſchloſſenen Aus- 
druck zuſammenfaſſen, dem ſogenannten Rejtgliede, z. B. läßt ſich die un⸗ 
endliche Reihe 1 EX x? +x°?—+ --- aud ſo ſchreiben: 


i ai 
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das letzte Glied heißt das Reſtglied. Wir wollen auf die Ermittlung des 
Reſtgliedes der Potenzreihen verzichten, da ſie ziemlich umſtändlich iſt, 
und wir in den für uns wichtigen Fällen einfachere Mittel zur Ab- 
ſchätzung des Fehlers haben, wenn dieſe ihn auch weniger eng begrenzen. 

Beſonders einfach iſt die Abſchätzung des Fehlers bei Reihen mit 
wechſelndem Vorzeichen. Es ſei 

S = u — u, u, — u, -u, 

Wir veranſchaulichen die Sn renbiltung durch die ER 41 und erjehen 
aus ihr ſofort, daß die Reihe konvergiert, wenn nur die Glieder gegen 0 


Kae +%6 
a — Us 
— — 5 


Fig 41. Die Konvergenz einer Reihe mit abnehmenden Gliedern 
f und wechſelnden Vorzeichen. 


konvergieren, und daß, wenn wir mit einem Gliede aufhören, der Fehler 
kleiner iſt, als das nächſte weggelaſſene Glied. Dieſe Fehlerabſchätzung 
iſt z. B. bei den gefundenen Reihen für sin x und cos X verwendbar. 
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l. Das Verfahren, das wir im § 13 für die Entwicklung der Sunk- 
tionen sin Xx und cos x in Potenzreihen kennen gelernt haben, wollen 
wir jetzt für eine beliebige Funktion f(x) verallgemeinern. Wir ſetzen für fie 
eine Potenzreihe mit den noch unbeſtimmten Koeffizienten a,, a,, a, uſw. an. 

f) = a ＋ a x ＋ a xR＋ ax ax! E., alſo iſt f(0) = ao. 
Nach S 14, IV können wir dieſe Reihe gliedweiſe differenzieren und erhalten 

. alſo iſt Kr en 


WIR 22 2. 3 ag xXx E- Aa, x E.., „ „ F’(0)=2a, 

1 2. Jag E 2 3. la Xx E., „ „ k“ (0) = 31a, 

NN — %%% un (0), —4la, 
uſw. 


Malſch, Sahl und Raum VIII 5 
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Setzen wir die für die Koeffizienten a,, a,, a, uſw. ſich daraus ergebenden 
Ausdrücke in die Reihe ein, jo ergibt ſich | | 


I. 100 = 00) + + WS HOSE H+-- 


++: 


Dieje Reihe heißt die Maclaurinſche Reihe. 
Die Koeffizienten a,, a,, a, uſw. ſind alſo eindeutig beſtimmt, und es 
ergibt ſich der Satz: 


| Eine eindeutige Funktion f(x) kann nur auf eine Weile in eine 
Potenzreihe von x entwickelt werden. 


II. Formen wir die Funktion f(x) um in die Geſtalt F(a - ) Iz. B. 
* (@a+x-a®—(a+ Y — 2a (f LE x) Ia, fo ilt 
f{x)—= Far h und o E&) 
Fa, e 
%%% FV „ "(O-F”(a) um. 
Setzen wir dieſe Formen in die obige Reihe ein, ſo ergibt ſich die can. 
lorſche Reihe (1715) f 


II. Fa+txy)=Fa)+F(ax+ 205 55 . 0% f 5 


e 
Die erſte Reihe, welche nach Maclaurin (1742) benannt iſt, iſt nur ein 
beſonderer Fall (a 0) der Tanylorſchen Reihe. 
Nach dieſen allgemeinen Entwicklungen und der Beſtätigung der Kon- 
vergenz der in § 15 für sin x und cos x gefundenen Reihen können wir 


dieſe erſt endgültig als richtig anerkennen. 
Es iſt alſo 


Sr X * x7 
III. DIN ou Basar 
x? x4 x6 
kt! 8 


Il. Der binomiſche Cehrſatz. Die Funktion = f() = (1 x) 
in der n eine beliebige poſitive oder negative, ganze, gebrochene oder 
auch irrationale Sahl fein kann, foll in eine Potenzreihe von x entwickelt 


werden. Wir ſetzen f() = n. n Xx ＋ nx? XS E... E ny x 4... 


che! eee 9 N. 1 een 
4 x * 4 be 
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Die Koeffizienten der Reihe ſind noch zu ermittelnde Funktionen von n. 
a der Maclaurinſchen Entwicklung haben dieſe folgende 5 


e | 
ro e 
f (0 el — 
en nme 0 1 Vn 1580 5 nn 1) 
% ln e 
15 — N . 1 5 0 A „ 5 . 
f 080) Nm 2 a 
= [te 0 „„ 


N ap el 


Wir erhalten aljo he 11 5 
V. GM In Tx 5 iss 


—1 —p-+1 
+ )- 57 b X 
Sur Unterſuchung der Konvergenz benutzen wir das Kennzeichen nach 
Cauchy 6 14,11); danach ſoll ſein 


1 <q<iı, hier alſo 


16 — 9 65 De p! e 50 
(pt)! nn. ade ph 


DU Au. 8 5 1 1 1 iſt, iſt die Reihe nur für X 1 konvergent. 


X den, 


2 n eine poſitive ganze Sahl iſt, jo iſt bei p In für jedes x die 
Potenz (1 + N) =D l, und daher ſind alle höheren Differentialquotien- 
ten von y von far) an Null; es hört dann die Reihe mit dem 

Gliede x? auf. 

Ign dieſem Falle kann man auch dem allgemeinen Binomial-Koeffizien- 
ten eine überſichtlichere Form geben. Es iſt 
nn -) en- PI)) n! 

p!  pla—p)!’ 


Ip = 


wofür man auch die abgekürzte Schreibweije es) geſprochen: „n. über 


p“, eingeführt hat. Aus der erweiterten Form des Bruches ergibt ſich 
ſofort, da 


925 Er 6 350 iſt, und im beſonderen 
n! 83 
97 


a en 


5* 


* * 
2 une . Si 
e 


68 Potenzreihen 
n 
e 
DIR n! en, 
N e,, 
uſw. 


Iſt n keine poſitive ganze Sahl, jo iſt die Reihe auch nur praktiſch 
brauchbar (gut konvergent), wenn jowohl n als auch x kleine Werte 
haben. Das zeigt ſich bei der numeriſchen Anwendung einiger der folgen⸗ 
den Übungsbeiſpiele, wenn dieſes nicht zutrifft. 


Übungen. 
Entwickle folgende Funktionen nach dem Beiſpiel der binomiſchen Reihe: 
95 b 
1.1 + x) ( 
2. (4. bh a. (Ii ,) 6 50 (1). 
3. (a — b) e (a+b)’ 
g 1 
ee lin 2 22 
1 
0. HX (1 x)? M—-x=( = x)? 
Mk x 
. 
8. J U 
9335 b 1 
YS—x y2-+x 
177 6 
10. 1 3x? 12% 
\ 5 BE 
1.) Ex tx Mr 


12. /1 + sin x bis zum Gliede mitx*, Ycos x dgl. 


IV. Die Reihenentwicklung für arctg x. Für die meiſten andern 
Funktionen läßt ſich die Reihenentwicklung nach Maclaurin oder Taylor 
nicht fo einfach durchführen wie für sin x und cos x. Dann führen bisweilen 
andere Methoden, die der beſondern Art der Funktion angepaßt ſind, 
ſchneller zum Siel. Als Beiſpiel dafür diene die Funktion aretg x. 
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Wir ſetzen 
V Xx ＋ ax ＋ agx ＋ AX E 
und 5 beide Seiten 
17 25 = a1 ＋ 2a Xx ＋ 3a XR ＋ 4a x 
Die linke Seite dieſer 1 läßt ſich durch Diviſion in eine Reihe 
entwickeln. 
I = I XX NX — X 4 — 


Da ſich jede Funktion nur auf eine Art in eine Potenzreihe entwickeln 
läßt (nach dem 1. Lehrſatz dieſes Paragraphen) kann man die entſpre— 
chenden Koeffizienten beider Reihen gleich ſetzen. 


a, = 1 a = 

24, —= a. = 
53 —1 4 —— 
4a. = 0 ar 
Ba, 45 
Hat) 33 0 

7 a 1 a. — — 7 


Da aretg 0 = 0 iſt, muß auch a — 0 fein und wir erhalten 

VI. artgxs=x— vw +3 T NN 

Sur Unterſuchung der Konvergenz wenden wir auch hier das Kenn- 
zeichen nach Cauchn an (§ 14, II.); danach muß ſein 


. 1: 1 8 xu n < 1, 
en ; alſo E en X 4 


da e 5 — iſt, muß „ T! ſein. 
Aber auch für Xx + 1 konvergiert die Reihe noch, und zwar nach 
8 14, V wegen der wechſelnden Vorzeichen; wir erhalten dann 
1 1 1 1 
arcig C ↄ— 
Sur praktiſchen Berechnung von = ijt dieſe zuerſt von Leibniz aufge- 
ſtellte Reihe wegen ihrer langſamen Konvergenz freilich nicht geeignet. 


Aufgabe: Leite nach demſelben Verfahren wie bei arctg x auch die Potenz⸗ 
reihe für arcsin x her. Dabei gebraucht man zur Reihenentwicklung von 


d aresin x 1 die bi l . 
— die binomiſche Reihe. 
dx yı * b ſch h 
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§ 16. Die Erponentialfunktion y a'. 
I. Es u Var 7f6⁰ = — a dann iſt 


A ©], 3 18 
4 T iſt von x unabhängig und nur noch von a abhängig, alſo 


eine Konſtante k, die für a=10 im 8 2, V zu 2, 3. ermittelt wurde 
Ihre allgemeine Bedeutung finden wir unter Il diejes Peragraphen, Wir 


erhalten alſo vorläufig 
dy 
dx 
II. Um ax nach Maclaurin in eine 1 zu entwickeln, bilden wir 
zuerſt folgende Tabelle 


b 


f = a f(00 21 
(0 ax. K (o K 
. = a ke E 
Ee e 

uſw. 


Daraus ergibt ſich 
k x2 k3x3 
a 1 kX ＋ 2 + ar +: 
Da in dieſer Reihe x nur in dem Produkt kx vorkommt, liegt es nahe, 
auch die Erponentialfunktion a* als ſolche von kx darzuſtellen und daher 
zu ſetzen | 


a* D ekx a 
Dann iſt a = ek und k=*loga. Die Sahl e heißt die Baſis der natür⸗ 
lichen Logarithmen, und man ſchreibt daher für elog a auch lognat a oder 
Ina. Ihr Wert ergibt ſich, wenn wir in der Reihe für a* — ekx RL 
Exponenten kx = 1 ſetzen; aljo | 


| 
1. Ga u u nat 5 


(Dgl. dazu 8 2, IV.) 
Damit erhält das Ergebnis unter I folgende endgültige Geſtalt: 
It po folgt 


PLZ u = Ax In a. 
X 


Iſt a = e, fo iſt k I und es ergibt ſich 
II. e=1+x ＋ in 
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Sur Unterſuchung der Konvergenz wenden wir das Kennzeichen von 
Cauchy an. Es iſt 
Bat xu gn! x 
un (u IHN I 
Nun kann zu jedem noch jo großem Werte von x eine dahl n ge— 
funden werden, jo daß n+1>x iſt. Dann iſt alſo von dem Gliede 


n 1 
(uE I)f an der Quotient nn. Sꝗ I. Die Reihe konvergiert daher 


für alle beliebigen Werte von x. 

Die Exponentialfunktion iſt eine ganze tranſzendente Funktion, d. h. 
ſie hat mit den ganzen rationalen Funktionen die Eigenſchaft gemein, 
daß ſie für keinen endlichen Wert von x unendlich wird. Der Begriff der 
tranſzendenten Sahl iſt auch von Leibniz (1686) geſchaffen. „Tranſzendente 
ſind ſolche Größen, die durch keinerlei Gleichungen beſtimmten Grades 
erklärt werden, vielmehr über jede algebraiſche Gleichung hinausgehen.“ 
Daß es aber wirklich ſolche Sahlen gibt, wies erſt 1844 Ciouville nach, 
und 1873 zeigte der franzöſiſche Mathematiker Hermite, daß e eine ſolche 
Zahl iſt. Der Beweis dafür muß hier wegen ſeiner Schwierigkeit über- 
gangen werden. 


III. Es ſoll hier noch der Beweis erbracht werden, daß e keine ratio— 
III 


nale Sahl iſt, alſo nicht durch einen Bruch n ausdrückbar iſt, in dem 


m unden ganze Sahlen ſind (nach Fourier 1815). Der Beweis wird in— 
direkt 1 Wir ir an 


1 1 
ee as. „ 
ale e man beide Seiten mit n!, jo ergibt ſich 
men! n n! n! 
e 8 u) K ( H tee t+ En): 
Die linke Seite iſt eine ganze Sahl, die rechte Seite müßte es alſo auch 


ſein. Die erſte Klammer der rechten Seite iſt es ebenfalls, alſo müßte es 
auch die zweite Klammer ſein. Dieſe iſt nach Kürzung der einzelnen Brüche 


1 1 1 
atı T G I) G 2) T (I rt" 
Ihr Wert iſt kleiner als 


1 1 1 
Eee 


Dieſe unendliche geometriſche Reihe hat aber den Wert an — 1 iſt 
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alſo ein echter Bruch; die obige Reihe hat aber einen noch kleineren, aber 
poſitiven Wert und kann daher keine ganze Sahl ſein. Alſo iſt die ur⸗ 


ſprüngliche Annahme e = 11 unmöglich. 


IV. Die Eulerſche Gleichung ein = cos x i sin x. Da die Reihe 
für e* dieſelben Glieder enthält wie die Reihen für sin Xx und cos x, 
liegt es nahe, den Zuſammenhang dieſer drei Funktionen durch ihre 
Reihen zu ermitteln. Wir nehmen die Einſetzung eines imaginären Expo⸗ 
nenten ohne Beweis als erlaubt an und bilden 

; 5 1292 13x83 1454 15 X⁵ 16 56 
% ee 
. x XD 8 5 x6 
za e e er 


Da jede konvergente Potenzreihe auch unbedingt konvergiert, können 
ihre Glieder auch umgeordnet werden. Wir faſſen die reellen Glieder zu 
einer Reihe und die imaginären zu einer zweiten Reihe zuſammen und 
erhalten 


2 x? e S X x 
ei = 1 — 21 4 61 ＋ — . iG -= 51 0 
IV. eix — cos XT i sin. 


Umgekehrt können wir die Funktionen sin Xx und cos x durch die 
Exponentialfunktion ausdrücken. Es iſt 
cosx i sin x ei* 
cos x i sin x = enmi*, 


ei x e—ix 
V cos Xx = 

i 5 eix — e—ix 
VE sin xXx : 
21 


Ferner iſt 
(cosx i sin Vn — (eix)n — einx — cos nx + i sin nx; alſo iſt 
VII. (cos x ＋ i sin Yu = cos nX T Iisin nx 


für jede beliebige reelle Sahl n. Dieſe Gleichung iſt zuerſt für jedes ganz⸗ 
zahlige nẽ von Moivre (London 1730) abgeleitet, für beliebige reelle 
Zahlen n aber erſt von Euler (1749). | 

Der Fuſammenhang zwiſchen den trigonometriſchen Funktionen sin x 
und cos x und der Erponentialfunktion, der durch die Reihen nahegelegt 
iſt, kann auch noch in folgender Weiſe begründet werden. 

Wir bilden die Potenzen von i und die Differentialquotienten von 
sin x und cos x c | 
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Br y Sin V cos xX 

122 —1 MC X y sin x 

= —i y“ sin x 1 E cos x 

1 Y cos x N n 

83 dine ies 
uſw. uſw. uſw. 


Aus dieſen drei Reihen ſtellen wir feſt: 

1. Die ganzen Potenzen von i haben die Periode A. 

2. Die Differentialquotienten der Funktionen sin und cos haben die 

Periode 4. 

Andererjeits wiſſen wir, daß die Differentialquotienten von e* alle gleich 
ſind, ſie werden periodiſch erſt dadurch, daß man im Exponenten einen 
Faktor hinzufügt, deſſen Potenzen periodiſch ſind, weil beim Differenzieren 
die ganzen Potenzen dieſes Faktors auftreten. Ein Faktor aus dem Be- 
reich der reellen Zahlen hat dieſe Eigenſchaft nicht, es kann daher nur 
ein imaginärer ſein. 

Damit erſcheint der Zuſammenhang zwiſchen den trigonometriſchen Sunk- 
tionen sin x und cos x und der Exponentialfunktion, die als Folge des 
Reihenvergleichs mehr zufälliger Art iſt, in einer weſentlichen Eigenſchaft 
der Funktionen begründet, der Periodizität. Dieſer, im reellen Sahl⸗ 
bereich nicht herſtellbare, Suſammenhang wird ermöglicht durch die Ein— 
führung der imaginären Sahlen. 


Übungen. 
Stelle folgende Funktionen durch Schaulinien dar mit genauer Be— 
ſtimmung der Null-, Höhe-, Tief⸗ und Wendepunkte. 


a b 0 
1 vie ee Kemer 
VVV 
3. y SE ex+x? y want ex * j y rn ex 
A. 7 N . yxe, 


Entwickle die Funktionen der Aufgaben 1—4 in Potenzreihen. 


§ 17. Die logarithmiſche Funktion Jog X. 
J. Die Frage nach einer Reihenentwicklung für den Logarithmus führt 
auf die Notwendigkeit, auch dieſe Funktion zu differenzieren. Es ſei 
y = alog x, dann iſt Xx = a’ und nach der Formel II des § 16 
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95 a lna = xIna 
y 
e 
I. inn x log e. 
Iſt im beſondern y=Inx, alſo a = e, jo folgt 
ax 1 
II. dx ne x. 


la. Der Differentialquotient der Funktion y = log x kann auch unmittelbar ab- 


geleitet werden, ohne die umgekehrte Funktion x=a” und deren Ableitung zu 
benutzen. Es iſt . 


4 Xx ＋ Ax 1 ö Ax 
„ 9 4 0 
AX Ax 55 Ax 8 . 

8 X 


Nun ſetzt man g und erhält 
Ax 

Ay 1 4 IAn 

A log 3) 


dy Ey 5 N 
lim ch 
dx 5 x log |, um ( 4 1 | 
Der Vergleich mit der Formel! diejes Paragraphen ergibt 
im (1-+ =)" ae 
n n 
Nach Gleichung I des $ 16 iſt aber 
| 1 
e=1-+]1 e 


1 Nachweis des Suſammenhanges zweier Logarithmenſyſteme mit verſchiedener Baſis 
Es ſei p = ad, dann folgt daraus 
1. q=*logp 
2. log p =. loga 
vlog p log p. log a 
Setzen wir hierin p=b, jo ergibt ſich 
v jog b = log b. log a = 1 


ajog b | 
5 vlog a 
Beiſpiel: b = e und a = 10 
se IE —M = 0,434294 (Modul) 
log 10 


°1ogp—=1Nlog p-*log10 — 1 .2jogp 


flog p = M-. logp = M In p. 


See Ber 1 
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alſo auch 
f IN" 1 1 
„im (1 f) ee 5 Ba 


Damit haben wir die Gleichung II des 8 2 unabhängig von der dort gegebenen Ab— 
leitung wieder erhalten und das Bedenken, das ſich an den dort ausgeführten Grenz⸗ 
übergang anknüpfte, erledigt. 


II. Die Reihenentwicklung der Funktion Logarithmus. Da die 
Funktion blog x für Xx = 0 gleich +00 wird, je nachdem bZ 1 iſt, jo 


gibt es für dieſe Funktion keine Reihenentwickelung. 48 wir aber 
y = blog (1 +x), jo läßt ſich dieſe Funktion in einfacher Weiſe nach 
Taylor entwickeln; F(a E x) iſt hier Plog(1 E Y), alſo a= 1. 


F(a ＋ x) = en 2 Bla) 0 
F(a+ x) = 1 loge F’(a) loge 
eee. F.) = — vloge 
F“ (a a * h bloge F“ (a) - 2 bloge a 
F“ (a Er x 11 er bloge era) — — 3! vlog e 
| uſw. 


Setzen wir die Werte aus der rechten Spalte in die Taylorſche Reihe 
t ſi 
5 1 a vlog e (x — Sk = 2 3 5 15 Eon. 0 
—Moge(x 2 3 4 5 — +.) 
Sür den Fall, daß b e ilt, ergibt ſich 
III. In NET -T TF 
Da für x = — 1 dieſe Funktion — © wird, jo konvergiert die Reihe 


nur für x Tl, aber auch noch für x—1. 
Schreiben wir in der obigen Reihe — X ſtatt + x, fo erhalten wir 


( „C 
Ziehen wir dieſe Reihe von der obigen ab, ſo folgt, da 


na L 0 — in (1 9 = In it, 
05 mL GT NT TN 
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Auch 5 1 für x die Bedingung X <1. Setzen wir 15 auf 


ſo iſt x = 5 - Dann iſt X T! für jedes poſitive n. Alſo iſt die letzte 


Reihe geeignet zur Berechnung der Logarithmen aller poſitiven Zahlen. 
Beſonders gut aber konvergiert ſie, wenn n wenig größer als 1 iſt. 


III. Praktiſche Berechnung der natürlichen Logarithmen. 

Die Gleichung log p = Min p weiſt einen praktiſchen Weg für die Be- 
rechnung der Logarithmen. Sie geſchieht am einfachſten durch Reihenent⸗ 
wicklung der natürlichen Logarithmen, da ihr Differentialquotient beſonders 
einfach iſt. (S. u. II. dieſes Paragraphen.) Man berechne alſo zuerſt das 
Syſtem der natürlichen Logarithmen aller ganzen Sahlen; darunter befindet 
ſich auch In 10 = N — 2,5026, ein Wert, deſſen erjte Annäherung 2, 3 


ſchon im § 2, V gefunden wurde. Dann multipliziert man alle berechneten 
Logarithmen mit M und erhält jo das Syſtem in bezug auf die Baſis 10. 
1. Suerſt wird In 2 berechnet mit e der Reihe 


1 26 5 + > 


555 
na 0,333 333 3 
++(5) | 0,012 3457 
+ +(5)’ | 0,000 823 0 
+ 5.(3)' | 0,000 065 3 
+ G) | 0,000 005 6 
ug) | 0,000 000 5 
0,346 573 4 


Der Fehler dieſes Wertes ijt 
++ 


und ſicher kleiner als 


re 


alſo noch keine Einheit der ſiebenten Dezimale. 
In 2 = 0,693 147. 


2. Dann wird nicht unmittelbar In3 berechnet, ſondern In . 
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DEX 3 e 71 2 5 
„ „ 4. In 5 = In 4 In 
1 3 1 . ae 
nen | 02 lee 9. 
＋ (65) | 0,002 666 7 ah 0,111 1111 
+ (5)? | 0,000 064 0 ＋ 366) | 0,000 4572 
＋ (5) | 0,000001 8 +4.(4)? | 0,000.0034 
0,202 732 5 0,111 5717 
In = = 0,405 465 In 2 = 0,223 143 4 
in 5 In 26,695 147 in 5 In 4 1,386 294 
＋ in 3 0,405 465 ＋ in | 0,223 143 
1,098 612 1,609 437 


3. In 4 = 2 In 2 = 1,586 294 


5. In 10 = In 2 0,693 147 6. (loge 12,302 584 
In 5 1,609 437 0,434 204 = M. 
2,302 584 
Übungen. 
Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen: 
a b c d 
1. y=In(a+x); 2 = in (a-; u=Inax; V In 
| er 37 
2. z=Inx?; u In xs, v In Vx; y = In Nx; 
Ba x, 2 s . ee 
9.0 V= in (a: - * y = In (aa EX) 2 In 


3 P M . 
4. v=Mog ly log 1 5 x u=1jogf1—x'; 
5. y=Insinx; | „„ u—lnigx; „ 
mess, u nsin x; in cos x. 


7. Berechne nach dem Muſter der Beiſpiele unter III dieſes Paragraphen: 
In 7; In 11; in 13; In 17. 


5. Abſchnitt. 
Näherungsverfahren. 


§ 18. der mittelwertſatz. 


Unter der Vorausſetzung, daß Fc) und F’(x) wie in der Sig. 42 


ſtetig ſind, muß F’(x) den Wert 5 in dem Wertegebiet von a bis 


a Ax mindeſtens einmal annehmen. Denn jeder Bogen ohne Ecken hat 
mindeſtens eine Tangente, die feiner Sehne parallel iſt. M jei der Be⸗ 


Sig. 42. Anſchaulicher Nachweis des Mittelwertfaes. 


rührungspunkt der Tangente, die der Sehne AB parallel iſt, m ſeine 
Abſziſſe, fo iſt F’(m)— |”. Dann iſt auch 
5 F(a EAN) F ö 
„ 
I. F (a ＋ AY) = F (a) + Ax F’(m). 


Dieſe Gleichung heißt der (erſte) Mittelwertſatz. Wir werden in der 
Integralrechnung $ 23 von ihm Gebrauch machen. Seiner Form nach 
erinnert er uns an die Tanlorſche Reihe. Die Reihenentwicklung der 
Funktionen liefert, wie im 4. Abſchnitt gezeigt wurde, oft ſchon mit we⸗ 
nigen Gliedern brauchbare Näherungswerte. Das gilt, wenn wir von 


NEN 
. * ee . N 
* V 
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einem Funktionswerte F(a) ausgehen, in der nächſten Nachbarſchaft, ſchon 
für die beiden erſten Glieder der Taylorſchen Reihe 


F (a ＋ ANY = F (a) ＋ Ax F (a). 


Daß dieſe Gleichung nur angenähert richtig iſt, bringen wir durch das 
Seichen X (angenähert gleich) zum Ausdruck. Der Mittelwertſatz lehrt 
uns, daß dieſe Gleichung zu einer genauen umgeſtaltet wird, wenn F’(m) 
ſtatt F’(a) eingeſetzt wird. 


§ 10. Das Newtonſche näherungsverfahren zur Löſung 
der Gleichungen. 


J. Beiſpiel. Die zu löſende Gleichung laute 
y=fx)=2x°—4x—3—0. 


Wir berechnen zuerſt y für die drei Werte von x — oo, O und 4 ©, 
ſtellen die Ergebniſſe in einer Tafel zuſammen und zeichnen dazu den un- 
gefähren Verlauf der Schaulinie (Sig. 43). Dieſer 
ſoll uns nur zeigen, daß die Kurve aus dem dritten 7 
Quadranten in den vierten und von hier in den 


5 | * X | y 
0.1.3: +2 +5 5 X 
＋ oo. ＋ 15 — 2,25 
eriten geht. Alſo muß fie die X-Achje auf ihrer 3 
poſitiven Hälfte ſchneiden. Daher probieren wir mit 
poſitiven Werten von x weiter, und zwar mit 810 435 


Xx =I und +2. Die entſprechenden Funk⸗ 
tionswerte y ſind — 5 und + 5. Daraus ſchließen 
wir, daß die Kurve die X-Achſe zwiſchen x 1 und Xx = 2 ſchneidet. 


Wir probieren weiter mit x = 1,5 und erhalten y = — 2,25. Nun ent- 
werfen wir ein Bild für den Verlauf der Kurve zwiſchen x = 1,5 und 
X= 2 (Fig. 44). 


Da wir den wirklichen Verlauf der Kurve nicht kennen, wollen wir 
zuerſt nach dem einfachſten Verfahren das Kurvenſtück D E durch die 
Sehne D E erſetzen, die die X-Achyje nicht weit von dem Schnitt der Kurve 
S in € ſchneidet. Dann iſt 
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Ae de! 
CR BES W.. 8 
AC 2.25 
05 7,25 
AC = 0,155. 


Diejer Betrag kommt zu dem bisherigen beiten Näherungswert hinzu; 
wir erhalten 1,5 + 0,155 = 1,655 oder rund 1,66 als nächſten Näherungs⸗ 


Fig. 44. Das Näherungsverfahren der regula falsi (C) und das von Newton (N). 


wert. Da dieſer ſich noch als zu klein erweiſt, indem wir für y den Wert 
— 0,491 erhalten, jo interpolieren wir nicht weiter zwiſchen 1,66 und 2, 
ſondern probieren zuerſt mit X = 1,7 und erhalten y = —+- 0,026. Erſt jetzt 
interpolieren wir nach derſelben Weiſe zwiſchen 1,66 und 1,7. 

Dieſes Verfahren, bei dem die Kurve durch die Sehne erſetzt wird, 
heißt die regula falsi (Regel zur Ermittelung des Fehlers). 

II. Das Newtonjhe Näherungsverfahren unterſcheidet ſich von dem 
obigen dadurch, daß das Kurvenjtük D E nicht durch die Sehne, ſondern 
durch die Tangente in dem Punkte D, der der X=Achſe am nächſten liegt, 
erſetzt wird. Die Gleichung der Tangente lautet 

tg 4 = f. (GA 
Hierin ſind x, und y, die Koordinaten des bekannten Punktes D, aljo 
5 ve. 225 


Poor 2205 
Für den Schnittpunkt dieſer Tangente mit der X-Adhje iſt y= 0, und 
daher X. = x, — 17600 1 
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Dieſer Näherungswert iſt etwas zu groß, denn das zugehörige y, iſt 
0,435. 

Die Annäherung kann man fortjegen, indem man das Derfahren wieder: 
holt. Man legt dann in dem neuen Punkte mit den Koordinaten x, und 
y, die Tangente an mit der Gleichung 


el, f Geh 
Dieſe ſchneidet die X-Achje (y=0) in dem Punkte 
xX = xX. . (00 — 1,699, 


und das ergibt yz = 0,016, aljo jchon eine gute Annäherung. 


Iſt x, eine Näherungslöſung der Gleichung fg) = 0 und y,=f(x,) 
der zugehörige Funktionswert, f (X.) die Ableitung an der Stelle, 
ſo erhält man eine beſſere Näherungslöſung nach der Formel 


J. XY XI 


Vergleichen wir nun noch die erſte Annäherung nach dieſem Newton⸗ 
ſchen Verfahren mit der erſten Annäherung oben nach der regula falsi, 
ſo zeigt ſich, daß die erſtere etwas beſſer war. Das liegt daran, daß bei 
ihr der Einfluß des weiter ab liegenden Punktes E ausgeſchaltet war. 
Wenn wir aber ſtatt eines ſolchen Punktes einen günſtiger liegenden be- 
nutzen, jo kann auch die regula falsi ebenjo ſchnelle Annäherung liefern. 
Umgekehrt kann das Newtonſche Verfahren ſtatt zu einer Annäherung 
zu einer weiteren Entfernung von der geſuchten Nullſtelle führen, wenn 
die Tangente einen ſehr ſpitzen Winkel mit der X-Acdhje bildet (Sig. 45). 


Fig. 45. 


Wie man im einzelnen Falle am ſchnellſten zum Ziele kommt, das hängt 
jeweilig von der Geſtalt der Kurve ab, und daher können allgemeine 
Regeln darüber nicht gegeben werden. 


Übungen. 
Cöſe folgende Gleichungen mit abgekürzter Rechnung nach einem der oben 
dargeſtellten Verfahren. 


Malſch, Sahl und Raum VIII 6 


n FR een N n Ne Mer A 
f * f N 7 LEN ap: 
0 
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a | b 

1. x? — 12x 282 0 B g 
V -n * ＋ 2K — 5 20 

5. X — 3X 7120 e 1000 
4. X 2X 328 0 * ＋ DX - 40 

5. Cos X Æͤ = 2 sin x X O 

6. Cotg x X O 5 0 

(Cöſung im J. Quadranten) (Cöſung im III. Quadranten). 
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15. 


(Vgl. 8 10, 27.) 


Berechne den Quotienten einer geometriſchen Reihe von vier Gliedern, 
wenn das Anfangsglied a und die Summe s gegeben find, 


3 „ 124 3 


Welcher Sinsfuß wurde zugrunde gelegt, wenn 


a) der Barwert einer vier Jahre lang am Ende eines jeden Jahres 
zahlbaren Rente von 1000 % auf 3500 % veranſchlagt wurde? 

b) bei einer Ausjteuer-Derjiherung, die nach vier Jahren ein Kapital 
von 2000 &, ergeben ſoll, jährlich 400 „ eingezahlt werden? 


Teile einen Kreis durch zwei parallele Sehnen in drei gleiche Teile. 


. Teile eine Halbkugel durch einen ebenen Schnitt parallel zur Grund⸗ 


fläche in zwei gleiche Teile. 


. Der Rauminhalt einer quadratiſchen Säule, deren höhe die Grund⸗ 


kante um 3 cm übertrifft, iſt 50 cm?; wie groß iſt die Grundkante? 


In eine Kugel mit dem Halbmeſſer r— 3 cm iſt eine Walze kon⸗ 


ſtruiert, deren Rauminhalt halb ſo groß als der der Kugel itt, wie 
groß iſt die höhe der Walze? (Swei Cöſungen!) 


Wie groß muß der innere Halbmejjer einer Hohlkugel aus Metall 
vom ſpezifiſchen Gewicht 8s = 8 fein, wenn fie bei einer Wandſtärke 
von 1 cm ganz unter Waſſer mit dem ſpezifiſchen a 1 IBM. 
men ſoll. 


. Eine Sandbadſchale aus Eiſen in Geſtalt einer Bal hat den 


Durchmeſſer 11,84 cm und wiegt 130 g. Wie 1 taucht ſie beim 
Schwimmen auf Waſſer ein? 
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820. Fehlerberechnung. 


Faſt alle Maßzahlen in Wiſſenſchaft und Technik find nicht unmittel- 
bar beobachtet, ſondern durch Rechnung aus Längen- und Seitmeſſungen, 
ſowie Wägungen ermittelt, d. h. ſie ſind Funktionen der unmittelbar ge— 
meſſenen Größen. Dieſe aber ſind, ſoweit es ſich nicht etwa um Aus- 
zählung fertig gegebener Einheiten handelt, infolge der Unvollkommen— 
heit unſerer Sinne und der Meßvorrichtungen alle mit Fehlern behaftet. 
Daraus ergibt ſich die Frage: „Wie gehen dieſe Fehler in die berechneten 
Funktionen ein?“ Ihre Beantwortung iſt dadurch erſchwert, daß die be— 
rechneten Größen meiſt von mehreren fehlerhaften Maßzahlen abhängen, 
und ferner dadurch, daß wir die Meßfehler ſelbſt nicht kennen, ſondern 
nur ihre mögliche Größe abſchätzen können. Daraus folgt, daß auch für 
die Ergebniſſe nur mögliche Fehler angegeben werden können. 

Mit der Abſchätzung der möglichen Fehler, wie ſie bei den Ergebniſſen 
der vier erſten Rechenarten infolge ungenauer Maßzahlen auftreten können, 
muß jeder vertraut ſein, der die Abkürzung dieſer Rechenarten mit Ver⸗ 
ſtändnis anwenden ſoll. Wenn alſo auch hiervon ſchon einiges als be- 
kannt vorausgeſetzt werden könnte, ſo muß doch des Zuſammenhanges 
wegen hier mit den einfachſten Rechenarten begonnen werden. 

I. Eine Zahl s ſei als e Summe beſtimmt durch die Gleichung 

„„ 7; 
a, b und c ſeien gemeſſene Größen. Jede ſei mit einem Beobachtungs⸗ 
fehler behaftet. Die Fehler der Poſten ſeien da, db und dc. Dann er— 
gibt die Rechnung auch nicht den wahren Wert s, ſondern 

s Pos Sa da gb ob - c= oc. 

Durch Subtraktion erhalten wir dann 

S = da ob — oc. 
Da wir die wahren Fehler da, db und Le nicht kennen, kann dieſe 
Gleichung uns auch nicht ds liefern. Wir können aber bei der Meſſung 
uns ein Urteil bilden über die größten Werte, die höchſtens für da, b 
und dc möglich ſind. Ob dieſe poſitiv oder negativ ſind, wiſſen wir auch 
nicht. Daher kann auch jene Gleichung nichts darüber ausſagen, ob dc 
durch ſein — Seichen die Fehlerſumme verkleinert. Iſt dc ſelbſt negativ, jo 
würde — dc ebenfalls ds vergrößern. Wir können nur ſagen, daß der 
abſolute Betrag von ds, alſo 

%s Sea E db +|dc| 

iſt, und da es ſich im folgenden durchweg nur um mögliche Fehler handelt, 


6* 


84 Näherungsverfahren 


können wir das Zeichen T weglaſſen. Ebenfalls wollen wir auch ſtatt 
os wieder nur ds uſw. ſchreiben, wobei alſo ds an und für ſich ſchon 
den abſoluten Betrag des größten möglichen Fehlers bedeutet. Demnach 


ergibt ſich 
: os = da ib god c. 


Der abſolute Betrag des größten möglichen Fehlers einer algebraiſchen 
Summe iſt gleich der Summe der abſoluten Beträge der größten 
möglichen Fehler aller Summanden. 


Beiſpiel: Wie groß iſt der mögliche Fehler, der bei der Ermittlung 
des Umfanges eines Dreiecks mit den Seiten a 7,35 em, b = 5,27 cm 
und o — 8,64 cm auftreten kann? 

Bei der Abmeſſung iſt an jedem Ende einer Seite ein Ableſefehler von 
170 mm durchaus wahrſcheinlich. Demnach wäre a ob = oc = 0,02 em 
und os = 0,06 cm. Der Berechnung des Umfanges gibt man auch 
folgende Darſtellung: 

4 id em e em 
b.=>527.cm 9002 
c 8, 64 cm 0,02 em 
S — 21,26 cm + 0,06 cm 


Übungen. 

Die Länge einer Eiſenbahnſchiene wurde mit einem 2 m langen 
Maßſtab gemeſſen, der 7, mal angelegt wurde. Bei jedem Anlegen 
kann man mit einem Fehler von Umm rechnen. Wie groß iſt der mögliche 
Fehler des Ergebniſſes? 

. Ein Weg wurde durch Anlegen eines Meßbandes von 10 m Länge 
gemeſſen; man fand 54 Meßbandlängen und ſchätzte die Unſicherheit 
des Anſetzens auf I cm und die Unſicherheit der Länge des Meßbandes 
infolge Dehnung auf > 2 em. Wie groß iſt demnach der mögliche Fehler | 
des Ergebniſſes? 

II. Es ſei ein Produkt y=u-v zu berechnen. Inſolge fehlerhafter 

Meſſung von u und w ergebe ſich 

V eu e de e 
= uv vu udv due v. 
Daraus folgt durch Subtraktion 
Oy = vou — udv ud v. 


n 


0 
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Da wir die möglichen Fehler doch nur näherungsweiſe abſchätzen und 
du und dv kleine Größen ſind, jo können wir Ju co gegenüber vou 
Eu weglaſſen und erhalten 

oy = vou ud v. 
Dieſe Gleichung muß uns an die Formel IV des 8 5 

du, dv 

ln 
erinnern, die auch aus ihr hervorgeht, wenn wir uns die Fehler ge— 
meinſam abhängig denken von einer veränderlichen x, z. B. der Temperatur 
bei Cängenmeſſungen. Dividieren wir beide Seiten durch dx und gehen 
zur Grenze lim x = 0 über, jo ergibt ſich die Formel IV des 85. 

Andererſeits iſt es gar nicht erforderlich, daß die beiden Fehler du und 

o von derſelben Deränderlihen x abhängen. Sie können ganz will- 
kürlich und unabhängig voneinander ſein, wie auch bei der Ableitung 
der Gleichung | 

öy = vou uo 


nichts über einen Zuſammenhang von du und dv vorausgeſetzt wurde. 
Jeder der Fehler kann mit einem andern Maßſtab und von einem andern 
Beobachter gemacht ſein. Dasſelbe gilt auch in den folgenden Beiſpielen, 
in denen die Differentiationen nach mehreren Deränderlichen ausgeführt 
ſind. | 

Der Zuſammenhang mit der Differentialformel ijt injofern von prak- 
tiſcher Bedeutung, als umgekehrt jede durch Differenzieren abgeleitete 
Gleichung zur Fehlerberechnung benutzt werden kann, wenn man ſich unter 
den Differentialen kleine endliche Variationen denkt. 

Obige Gleichung formen wir noch um, indem wir links durch y und 
rechts durch u v dividieren. 


öy du v 
„ 


Iſt du der abſolute Fehler, jo können wir = den relativen Sehler nennen, 


der im allgemeinen nur ein kleiner Bruch ijt und bejonders bei Meſſungen 
mit dezimal geteiltem Maßſtab in % ä ausgedrückt wird. Dann läßt ſich 
dieſe Gleichung durch folgenden einfachen Satz wiedergeben: 


Der mögliche relative Fehler eines Produkts iſt gleich der Summe 
der möglichen relativen Fehler der Faktoren. 
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Übungen. 


Wie groß iſt der mögliche Fehler bei der Berechnung des Inhalts 15 


eines Rechtecks u den Seiten a = 8,00 cm und b = 5,55 cm, wenn 
die Strecken um 10 mm unſicher ſind? 


. Dasjelbe für ein Dreieck mit der Grundlinie 1,22 cm und der Höhe 


0,85 cm. 


. Dasjelbe für ein Trapez mit den Grundlinien a 6,54 cm und 


c—=4,16 cm und der Höhe h = 5,33 cm. 


Wie groß iſt der mögliche Fehler bei der Berechnung des Inhalts 


eines Quaders, deſſen 12 Kanten mit Schubleere und Nonius bis auf 
5 1h mm genau wie folgt gemeſſen wurden, wenn man bei der Berechnung 
De Inhalts nach der Formel V= abe für a, b und c die . 
Mittelwerte der 4 Meſſungen zugrunde legt. 

a, 15,00 em bz. ges ent.; ch 

a. 15,05 „ b. = 10,00 „ e = 5,04 

ag 15,05 „ bh %% %%% 

a. 15,02 „ b. = 10,01 „ c = 5,00 „ 


. Wie groß iſt der Inhalt einer Ellipſe (P = aby und fein möglicher 


Fehler, wenn 2a = (9,66 + 0,02) em und 2b = (5,92 + 0,02) cm ge⸗ 
meſſen wurden? Auf wieviel Stellen wird man u benutzen, um nicht 
durch deſſen Näherungswert den Fehler des Ergebniſſes noch zu ver⸗ 
größern? 


Wie groß iſt ein Sylindermantel (M = 2 rh) und ſein möglicher i 
Fehler, wenn 2r = (10,05 +0,01) mm und B 0 Oi) mm ge⸗ 


meſſen wurden? 


In men Meßzylinder wurden 50 ccm Weingeiſt abgemeſſen, und 


zwar cem unſicher, weil dieſer am Rande netzt. Sein ſpez. Gewicht 
beträgt (0,80 0,01) . Welches Gewicht hatte er, und welches 


ccm 


iſt deſſen möglicher Fehler? 


Ein galvaniſches Element wird durch eine Leiten von 52 wider⸗ 
ſtand geſchloſſen, und ein eingeſchaltetes Amperemeter zeigt einen Strom 
von 0,30 Am. Die Ableſung iſt um 0,01 Am unſicher und der Widerſtand 
durch Verbindungsſtücke um 0,22 fehlerhaft. Wie groß iſt die elektro- 
motoriſche Kraft des Elements und ihre Unſicherheit? e= EN, . 


III. Es ſei 


5 u 
N 
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Infolge fehlerhafter Meſſung finden wir 


3 te) 
v+öv 1 9 


u 
ne. 
In der Klammer können wir die Produkte aus mehreren Sehlerfak- 
toren wegen ihrer Kleinheit weglaſſen. Subtrahieren wir noch links y 
und rechts = jo ergibt ſich 
3 W e BUY, 
u V 
Auch dieſe Formel hätten wir aus der Formel V des 8 5 
dy Il du u 9 


dx (dx i dx 
ableiten können, wie dieſes in entſprechender Weiſe unter II für die 
vorige Gleichung erörtert wurde. Dividieren wir noch links durch y und 


rechts durch —, ſo erhalten wir 
. 
y u V 
Unter Berückſichtigung deſſen, was unter | über das Dorzeichen eines 
Fehlerpoſtens gejagt wurde, ergibt ſich auch hier 
0 qu ov 
. = 3 


y 


f Der mögliche relative Fehler eines Quotienten iſt gleich der Summe 
der möglichen Fehler von Dividend und Divijor. 


Übungen. 
11. In einem Dreieck, das rechtwinklig ſein ſoll, ſind die Seiten gemeſſen 
a = 40,0 em, b— 30,2 cm und c = 50,0 cm. Die Meſſungen ſind 
offenbar mit Fehlern von etwa 2 mm behaftet, oder der Winkel 
zwiſchen a und ß iſt nicht genau ein Rechter. 
Berechne den möglichen Fehler von 


sin c — 


a 

C 

b 
cos e und 
a 
Dee 
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12. Ein Polizeibeamter mißt die Geſchwindigkeit eines Autos mit der 
Stoppuhr und findet, daß das Auto 50 m in 4,4 sec zurückgelegt hat. 
Die Seitmeſſung kann aber um 0,4 sec fehlerhaft und die Beobach⸗ 
tung des Paſſierens des Anfangs und Endes der zuvor genau auf 
50 m abgemeſſenen Strecke um je 2 m ungenau geweſen ſein. Welcher 
mögliche Fehler ergibt ſich daraus für die berechnete Geſchwindigkeit? 


15. Das Gewicht eines Stückes Quarz iſt p = (89,3 + 0,05) g, ſein Ge⸗ 
wichtsverluſt im Waſſer q = (35,8 ＋ 0,1) g. Wie groß iſt ſein ſpez. 
Gewicht und deſſen möglicher Fehler? 


14. Die Netzſpannung einer elektriſchen Schalttafel beträgt (225 + 2) V. 
Man ſchaltet einen Widerſtand von (100 +2)2 ein. Welche Strom⸗ 
ſtärke hat man zu erwarten, und wie groß iſt deren Unſicherheit? 


IV. Es ſei y= x". Don jetzt an benutzen wir ohne weiteres die Sor- 
meln der Differentialrechnung zur Fehlerberechnung. 


155 VVV 
a A 
„„ 


| Der relative Fehler einer nten Potenz iſt A dem n⸗fachen rela⸗ 
tiven Fehler der Baſis. 


Das bei den vorigen Sätzen ſtets gebrauchte Beiwort „möglich“ iſt 
hier abſichtlich weggelaſſen, da ein gegenſeitiges Aufheben poſitiver und 
negativer Fehler bei der Potenz ausgeſchloſſen iſt. 


Übungen. 
15. Die Seite eines Quadrats iſt a = 10,05 em, der mögliche Fehler 4 %. 
Wie groß iſt ſein Inhalt und der mögliche Fehler dabei? 


16. Der Durchmeſſer eines Kreiſes iſt 300 cm, der mögliche Fehler 1 0. 
Wie groß iſt ſein Inhalt und der mögliche Fehler dabei? 


17. Das Lichtmaß der Kante eines Hohlwürfels iſt a = 10,00 cm, ſein 
Inhalt alſo theoretiſch 11. Wie groß iſt der mögliche Fehler, wenn 
ſeine Wandungen Ein- und Ausbiegungen bis zu 1 mm aufweiſen? 


V. Für andere Funktionen mehrerer willkürlich Deränderlichen laſſen 
ſich ſo einfache Regeln nicht mehr angeben. Eine auf die urſprünglichen 
Zuſammenhänge eingehende Ableitung des möglichen Fehlers des Er: 
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gebniſſes iſt in manchen Fällen recht umſtändlich. Um ſo einfacher aber 
iſt die Berechnung, wenn die bekannten differentiationsformeln benutzt 
werden. Das ſollen einige Beiſpiele aus der Geometrie zeigen. 
I oesins ? 
da=sinadc— ccosada 
Fr 5 + cotg qa 
Zahlenbeiſpiele: 
a) c— 10,00 cm + 0,02 cm, „„ 
F „5 
19. b c cos a 
b = cosadc — c sin ada 


b g 40 0 


oder nach der Bemerkung über das Vorzeichen unter I dieſes Paragraphen 


oͤ b o 
b tg 0 4 


Sahlenbeijpiele: 
one „ 
b) „„ „᷑ O 5.0.0205; 0808: 502% 
20. a big 
da tg a b . 5 0 
. 


„ meet 
Sahlenbeijpiele: 
a) b — 15,00 cm ＋ 0,02 cm, „„ 
b) b = 15,00 cm + 0,02 cm, „„ a AR 
21. ?=a?-+b?— 2ab cos 
2cdc—=2ada + 2bdb — 2cosy(adb 4 boa) 4 2ab sin 50 


dc a? da b? ob ab a ob ; 
Fasten tert) i % 
Zahlenbeiſpiele: 


a) a = 4,00 em ＋ 0,02 em, b = 5,00 em ＋ 0,02 em, 2 900,20, 
b) a= 10,00 em ＋ 0,0 2 em, b = 5,00 em 0,02 em, 2 15% 0,20. 


1 In dieſer und den folgenden Gleichungen iſt wie bei der Differentiation da im 
Bogenmaß einzuſetzen. 
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b sin 
22 3 8 
sin a coS A N sin a 
7CCCCC0 ee 5 C008 60 f 
da 


— + cotgada cotg 608 


a 


Sahlenbeijpiele: 


23.F = 


a) b = 10,00. cm + 0% : em, 8 72% 02% ͤ 
b) b = 10,00 cm 4 0,02 em, «= 120% f 0,2% 5 = 30 0,20, 


à b sin y 
2 


b sin ) à sin y ab cos y 
. 07 


0 F 
5 e cotg oy 


Sahlenbeifpiele: 


a) a 10,00cm + 0,02cm, b = 10,00 cm # 0,02cm, „90 0,2% 
b) a= 10,00 em 4.0, 2 em, b = 5,00 em +.0,02cm, an 


Beiſpiele aus der Phnfik. 


24. Die Wucht eines Geſchoſſes iſt nach der Formel W = 55 v? zu be⸗ 


25. 


26. 


5 
rechnen. Wie ändert ſich diefe, wenn die Geſchwindigkeit von 800 Sec 


auf 700 800 abnimmt? 
Die Schwingungsdauer eines Pendels hängt von der reduzierten pendel⸗ 
länge! und der Beſchleunigung durch die Schwerkraft g nach der 
folgenden Formel ab. T = 2 77 Ve Wie ändert ſich die Schwingungs⸗ 
dauer des Sekundenpendels, wenn !, welches 994 mm betragen ſoll, 
um Umm falſch beſtimmt wurde? Was für einen Fehler ergibt das 
für einen Tag? | | 
Der Eichung der Manometer für hohe Gasdrucke liegt die Formel 
des Geſetzes von Charles Boyle zugrunde 

p. v const. | 
a) Welcher Fehler wird beim Ableſen des Druckes gemacht, wenn das 
Volumen der abgeſchloſſenen Luftmenge um 2% falſch geeicht wurde? 
b) De ändert ſich das abgeſchloſſene Luftvolumen, wenn der Druck 
um — ſteigt? 
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27. Eine Sammellinſe hat die Brennweite f = 25 cm; Gegenſtandsweite a 


28. 


und Bildweite b find durch die Formel 2 + 55 = 1 verknüpft. Wie 
ändert ſich b, wenn 

a) a = 50 em und da = 1 cm iſt? 

b) a = 100 em und da=2cm ilt? 

c) a 500 cm und da=50 cm iſt? (Wichtig für Photographie.) 
Zur Ermittelung der Arbeit A = eit eines elektriſchen Stromes wird 
die Spannung e und die Stromſtärke i zu Beginn des Derjuches ge— 
meſſen und gefunden e = 20,3 V und i = 3,25 Am. Nach 3 Minuten, 
bei Beendigung des Derjuchs, zeigt das Voltmeter nur noch 19,9 V 
und das Amperemeter 3,15 Am. Wie groß iſt der Fehler der Be- 
rechnung der Leiſtung L = ei zu veranſchlagen, und wie groß iſt der 
Fehler für A, wenn die Seitmeſſung um 2 sec unſicher war? 


B. Integralrechnung. 
6. Abſchnitt. 
Der Integralbegriff. 


§ 21. Einführung in das Integrieren durch Beiſpiele. 
I. Beiſpiel aus der Mechanik. | 


Wenn wir von einer Bewegung wie z. B. vom freien Fall willen, daß 
ſie durch eine im Raume und in der Seit unveränderliche Kraft erzeugt 
wird, jo wiſſen wir auch, daß der bewegte Körper eine gleich bleibende 
Beſchleunigung erfährt. Die Beſchleunigung aber haben wir in § 8 als 
Differentialquotienten der Geſchwindigkeit » nach der Seit t kennen gelernt. 

Es iſt alſo 


en —g, worin g eine Konſtante iſt. 


Nach unſern Erfahrungen beim Differenzieren ſchließen wir, daß 
v gte 
iſt, wobei c ebenfalls eine Konſtante iſt. Um ihre Bedeutung zu ermitteln, 
ſetzen wir t= O und finden, daß ſie die Geſchwindigkeit zur Seit t— 0 
darſtellt. 
Very 

Iſt dieſe nicht gegeben, jo iſt die Größe von » noch unbeſtimmt. » heißt 
das Integral, und zwar wegen der noch unbeſtimmten Größe c ein un⸗ 


beſtimmtes Integral. Die Wiederherſtellung der Funktion v aus ihrer | 


Ableitung 5 — g heißt „integrieren“ !. Dieſe Rechenart iſt alſo die Um⸗ 
kehrung des Differenzierens. | 
Der Integralbegriff: Das Integral einer gegebenen Funktion f’(x) iſt 


diejenige Funktion (0, deren erſte Abteilung jene gegebene S 
f & iſt. | 


Ein ſolches Integral enthält im allgemeinen noch eine unbeſtimmte 


1 Von dem lateiniſchen integer (unberührt) vollſtändig. 


§ 21. Einführung in das Integrieren durch Beiſpiele 93 


Konjtante (Integrations-Konjtante) als Summand und heißt dann ein 
unbeſtimmtes Integral. Die Funktion f’(x) heißt Integrand. 


Aufgabe. Wir haben in 88 auch v als Differentialquotienten des Weges s nach der 


Seit t kennen gelernt. 


As 
n gt c. 


Leite daraus s als Funktion von t her. 

Alle Naturgeſetze können wir entweder als Differentialgeſetze oder als 
Integralgeſetze auffaſſen. So iſt z. B. das Geſetz: 

„Die Beſchleunigung durch die Schwere bleibt beim freien Fall konſtant“ 


oder 
dv 
dt 8 


ein Differentialgeſetz, dagegen die beiden Fallgeſetze 
» gt und 
S > 15 


ſind Integralgeſetze, d. h. durch Ag eren können ſie aus dem Differential 
geſetz hergeleitet werden. 

So ſind auch die Keplerſchen Geſetze Integralgeſetze, während das Newton— 
ſche Maſſenanziehungsgeſetz ein Differentialgeſetz iſt. Dieſes Mraftgeſetz 
ſagt etwas über Beſchleunigungen, alſo über zweite Differentialquotienten 
aus. (Dgl. hierzu $ 34.) 

Die Differentialgejege ſind meiſt viel einfacher als die Integralgeſetze, 
3. CT. jo einfach, daß geniale Naturforſcher ſie aus ihrer Anſchauung ent- 
nommen haben, wie z. B. Fourier (1822) ſeinen Anſatz für die Wärme⸗ 
leitung. 

d d d 

d ijt die Wärmemenge, welche in der Seit dt durch die Flächen⸗ 
einheit geht, wenn ſenkrecht zu dieſer Fläche das Temperaturgefälle 
En iſt. „iſt die Wärmeleitungskonſtante. Jeder wirkliche Wärmeleitungs: 


vorgang in irgendeinem Körper muß ein Integral dieſer Gleichung ſein. 
Da ſich Differentiale nicht beobachten laſſen, ſo richten ſich die zur Prüfung 
angeſtellten Beobachtungen immer auf die Integralgeſetze. 


II. Beiſpiel aus der Geometrie. 
Es ſoll der Flächeninhalt eines von einer mathematiſch beſtimmten Kurve 
begrenzten Flächenſtückes berechnet werden. 
Da ſich jede beliebig begrenzte Fläche in Teile von der folgenden Art 
zerlegen läßt, ſo nehmen wir ein ſolches in der Geſtalt des Flächen⸗ 
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ſtückes ABCD der Fig. 46 an. Das Kurvenjtük D C ſei in dem recht⸗ 
winkligen Koordinatenkreuz durch die Gleichung y = f(x) beitimmt. Was 
wir von Archimedes bei der Kreisinhalts-Berechnung gelernt haben, wenden 
wir auch hier an. Wir zerlegen das Flächenſtück AB CD in eine große 
Sahl ſo ſchmaler Teile, daß wir jeden mit beliebiger Annäherung be⸗ 
rechnen können. Zu dem Swechke teilen wir zuerſt die Strecke AB in eine 


Sig. 46. Auswertung einer Fläche. 


große Anzahl (n) Stücke, die wir mit Ax bezeichnen; eines ſei QQ, be⸗ 
nannt. In allen Teilpunkten errichten wir die senkrechten, wie z. B. in 
Qund Q, die Ordinaten QP und Q,P,. Dann iſt der Inhalt des Flächen⸗ 
ſtückes QQ,P,P durch folgende Schranken beſtimmt. 


QP-Ax<QQ,P,P<Q,P, -Ax—= p + Ay)-Ax. 


Nehmen wir nun an, daß das Kurvenjtük DC wie in der Sig. 46 
dauernd anſteige, jo gelten derartige Ungleichungen für alle Flächen⸗ 
ſtreifen zwiſchen AD und BC und daher auch für deren Summe 


A B 8 B B 1 | 
EQP-Ax<ABCD<L(QP+Ay)Ax=LQP-Ax-+ Lay: Ax. 
B A A A { 

Die beiden Schranken unterſcheiden ſich nur um den Betrag von 
A N 
LA Ax. Wir können nachweiſen, daß dieſer ſich der Grenze 0 nähert, 
B 


wenn en, die Sahl der Streifen, immer mehr vergrößert wird. 


Wir haben bisher über die Art der Einteilung der Strecke AB in die 
Teile Ax keine Verfügung getroffen; dieſe können im allgemeinen von⸗ 
einander durchaus verſchieden ſein. Wir können ſie im beſondern Falle 
der Einfachheit wegen aber auch einander gleich machen. Dann kann aus 
der Summe der Produkte Ay Ax der gleiche Faktor Ax vor die Summe 
gezogen werden. Es ergibt ſich dann 


B B ö 
Lay A A Lay. 
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Die Summe aller Ay iſt aber nichts anderes als die Differenz BC - AD. 
Daher iſt 


Be 
LAV. Ax Ax (BC = AD). 
A | 


Gehen wir nun zur Grenze lim über, jo wird Ax—0, während BC— AD 
n — 


ein endlicher Wert iſt. Alſo iſt 


B 
lim LAyAX — 0. 


n — O A 


Da beide Schranken für die Fläche AB Cb ſich demſelben Grenzwerte 


lim vob * lim Lich ar 


n— O A 


nähern, ſo iſt die Fläche ABCD fm durch die Gleichung 
ABCD = lim Orr 


no A 


Um dieſen Grenzwert 


lim m Ert ( Ax 


zu ermitteln, betrachten wir von der Fläche AB CD zuerſt nur den Teil 
APD. Dieſer iſt offenbar eine Funktion von AQ = x, die wir zur 
Abkürzung mit F(x) bezeichnen. Dann iſt 


APD FG) 
AQPD=F(kx--Ax) 
OBER F ur Ax) —F(x) 
. hatten wir @Q@Q,P,P in zwei Schranken eingeſchloſſen 
QP. Ax COOP. PC Oi Pi- Ax. 


Setzen wir nun f(x) für QP ein, für Q,P, aber f(x + Ax) und für 
QP, P die Differenz F (X ＋ Ax) — F(x), jo ergibt ſich 


(N) AX Y F (X ＋ AN) - FR)<ix—+ Ax) Ax oder 
Fp! N rn tar), 


Gehen wir auch hier wieder zur Grenze für n — über, jo werden 


die beiden Schranken unter der Dorausjegung der Stetigkeit von f(x) 


einander gleich. Daher iſt 
Int F (X AN) - F) 8 dF(x) 
Ax—o Ax d x 


N 


96 Der Integralbegriff 


Demnach iſt die geſuchte Sunk F (N) deen deren Differential 
quotient die gegebene Funktion (x) iſt, und damit find wir wieder auf 
die ſchon oben gekennzeichnete Aufgabe der Umkehrung der Differentiation 
geſtoßen. F(x) iſt das Integral von f(x). Bezeichnen wir F(x) als Flächen⸗ 
funktion und ix) als Kurvenfunktion, fo können wir das Ergebnis in 
folgenden Sätzen zuſammenfaſſen: 


I 1. der Differentialquotient der Flächenfunktion ift die Kurvenfunktion. 
II. Das Integral der Kurvenfunktion iſt die Flächenfunktion. 


F(x) enthält aber entſprechend der beſtimmten Größe der Fläche APD 
keine unbeſtimmte Konjtante. F(x) iſt ein 9 Integral. 


APD FIX) 1 Etc ax 


Wie in der Differentialrechnung wird auch hier ſtatt 
9 


Q 

lim T zur Abkürzung ein neues Seichen! f 

n—» A K 
eingeführt, geſprochen „Integral von A bis Q“; ſtatt Ax wird dann auch 
dx geſchrieben. Die Grenzen dieſes Integrals werden aber im allgemeinen 
auch nicht durch Punkte — das kann nur bei geometriſcher Darſtellung 
geſchehen — ſondern durch die zugehörigen Werte von x, alſo hier durch 
OA = a und O = x (oder OB = b) bezeichnet. Dann erhalten wir 
für das beſtimmte Integral folgende Darſtellung. 


A0 DP SFO = [f(x)dx und 


ABCD SFO) ax. 


Definition: Das beſtimmte Suteoral, einer jtetigen 7 0 5 f(x) it 


der Grenzwert der Summe ta für lim n . 


Das beſtimmte Integral iſt alſo eine Funktion ſeiner Grenzen und mit 
dieſen veränderlich oder konſtant. 


1 Das Seichen fit von Leibniz eingeführt, der es aus dem Buchſtaben S ableitete; 
jeine Bezeichnung dafür war Summa. Das Wort „Integral“ wurde zuerſt 1690 von 
Joh. Bernoulli gebraucht, der auch das erſte Cehrbuch der Integralrechnung herausgab; 
ſein Bild auf Tafel 3. a 
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Nach einem Bilde im mathematiſchen Seminar in Bonn. 
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III. der Zuſammenhang des beſtimmten und unbeſtimmten Integrals. 


Die beiden Begriffsbeſtimmungen für das unbeſtimmte und das be— 
ſtimmte Integral, welche an die Bildung dieſer Begriffe anknüpfen, laſſen 
ihren Zuſammenhang nicht erkennen. Swar wurde auf dieſen bei der 
Unterſuchung des beſtimmten Integrals hingewieſen, um den Weg zu 
ſeiner Auswertung zu zeigen. Wir werden noch an einem weiteren Beiſpiel 
dieſen und die Bedeutung der eingeführten Seichen klarſtellen. 

Es ſei die Funktion 


y = PX 
gegeben; dann folgt daraus 

dy 

d 25 * 
Umgekehrt ſei in einem andern Fall 

V e 

4 2PXxX 


gegeben, und y joll als Funktion von x geſucht werden. Die Ermittelung 
dieſer Funktion heißt Integration. Zur Kennzeichnung dieſer Operation 
dienen zwei Rechenzeichen, erſtens das Seichen 1 (lies Integral), das vor 
die gegebene Funktion 2px geſetzt wird, und zweitens das Seichen dx, 
das hinter 2px geſetzt wird, um x als Integrationsveränderliche im 
Gegenſatz zu p oder andern Größen zu kennzeichnen. Demnach iſt 


y — [2pxdx oder im allgemeinen y — fat dx. 


Nach den Erläuterungen über das beſtimmte Integral (S. 96) kann 
aber y auch aus der Darſtellung 


y vo Ax 
1— 


erhalten werden, wenn wir als untere Grenze eine unbeſtimmte Kon- 
ſtante und als obere Grenze X einſetzen. Darin liegt der Grund, beide 
Darſtellungen einander gleich zu ſetzen. In der letzteren erſcheint das 
beigefügte Ax als Faktor, den wir gegen Ax im Nenner von 1 kürzen 
können. Dann nimmt die Gleichung die Form an 


lim Lay dy. 


In dieſer Faſſung bedeutet das Integralzeichen f die en Am: 
kehrung) des Differentialzeichens d. 


Malſch, Zahl und Raum VIII N 7. 
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Dieje Umkehrung kann in den Fällen ſofort ausgeführt werden, wenn 
man 5 als Differentialquotienten einer bekannten Funktion y ſchon kennt, 
wie in dem obigen Beiſpiel. Nur das konſtante Glied q, das beim 
Differenzieren weggefallen iſt, läßt ſich aus 85 nicht ermitteln. Wir 
müſſen daher ſetzen 


ſapxdx = px Ac, 
worin c eine noch unbekannte feſte, d. h. von x unabhängige Größe 
(Integrationskonſtante) bedeutet, deren Wert ſich nur aus einem beſonders 
gegebenen Wert für y ermitteln läßt; jo 3. B. ergibt die AU Fe 
für & 0 daß; g it; 

Die Funktion JN ee — px? c heißt daher ein unbeſtimmtes 
Integral. 

Zum Unterſchiede heißt die Funktion Fi), welche im vorigen Abſchnitt 
das Flächenſtück AQPD darſtellt, ein beſtimmtes Integral. Wir erhalten 
es, indem wir zuerſt das unbeſtimmte Integral bilden, alſo in unſerm 
Falle () = px ＋ c. Dann iſt F(x) = px? ＋ c mit der a 
daß F (a) = 0 iſt, alſo 

pa? C = O, 
e = pa', und 
Fix) —= px? — pa. 


Darin iſt px? der Wert des unbeſtimmten Integrals (ohne Konftante) 
und pa? der Wert des unbeſtimmten Integrals für x —a. 

Allgemein ergibt jih für einen beliebigen Integranden f(x) das be- 
ſtimmte Integral F(x) zwiſchen den Grenzen a und x aus dem unbe- 
ſtimmten Integral J(x) nach der Formel | 


F&) = IO) — Id). 
Denn nach der Definition des unbeſtimmten Integrals J(x) unter I. dieses 
Paragraphen iſt 


Für das beſtimmte Integral F(x) ergab ſich unter II. dieſes Paragraphen | 
re (x). 


Daraus folgt 


dFß&) d 
A Mar 


$ 21. Einführung in das Integrieren durch Beijpiele 99 


FO 100 e. 
| FG) IG) + c. 
Nun iſt aber F(a) = 0 und daher = — J(a); alſo 
FO) =I) — J(a). 
Dafür ſchreibt man auch kürzer 
F000 OL 


oder wenn ein Mißverſtändnis ausgeſchloſſen iſt, auch noch kürzer 


Fix) = I], dx 
Setzen wir ſtatt x wieder b, jo ergibt ſich 


F(b) =I — I) =. dx. 


Die gegebenen Definitionen und Bezeichnungen faſſen wir in folgende 
Formeln zuſammen 


1 a —f(x)+e 
II. jr dx lim ro —f(b) — f(a). 


Aus 5 eingeführten Bedeutung der Grenzen a und b des Integrals 


b 
dx 


ergeben ſich folgende Formeln 


III. | [vax = — [yas 


IV. | vas 1 


Dabei kann m eine Sahl zwiſchen a und b, aber auch eine Sahl außer: 
halb des Integrationsgebietes von a bis b ſein. 

Bei den Anwendungen der Integralrechnung in Geometrie, Phyſik 
und Technik tritt faſt ausschließlich das beſtimmte Integral auf. Das un⸗ 
beſtimmte Integral dient wie bei dem letzten Beijpiel nur als Hilfsfunktion 
zur Ermittelung des beſtimmten Integrals. 
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8 22. Die Grundintegrale. 


J. Nach den Erörterungen des § 21 iſt das erſte bei jeder Integration 
die Ermittelung eines unbeſtimmten Integrals. Daher wollen wir im 
folgenden alle unbeſtimmten Integrale zuſammenſtellen, deren Differen⸗ 
tialquotienten wir in den 88 5— 17 kennen gelernt haben. 

xu ＋ 1 


(€ iR 
n+1 1 
X — X A — n 
5 1 d x . denn 55 . 
1 d In x 1 
II. cdx In x- e, den 
. d sin x 
III. ſeosxdx —=sinx—+ 6 denn g = cos X. 
IV. [sinxdx = — cos X e, denn en sin x. 
d x dtg x! 
V. e tig xe, denn A WR COSEX 
ur dcotgKͤͤ 
VI. iz = cotg x e, denn . 
1 A 
VII. 1 =aresinx e oder = arecosx ＋ 6; 
IT 
„ 2 
denn es ilt d arcsin x 1 und ess, 1 
dx: 52 ö; ui Bat, 
JU 
VIII. fe = aretg x e oder = — arecotg x + en; 
5 | 
C1 — C 2 2 
e darctgx darccotgx _ 1 
denn es iſt Ber ur a und ae ES are f 


Daß die Integrale unter VII und VIII in zwei verihiehätten Su 
dargeſtellt werden können, liegt daran, daß 


N 
aresin x — 2 arecos x und 


arctg x 5 — arccotgx iſt. 


Die Honſtante 5 iſt als in der unbeſtimmten Größe c enthalten zu denken. 


IX jvax— g e, denn „„ 
ö na T t dx 5 


2 
32 
a 2 
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X. fesax — ex e, denn 5 ar 

Dieſe 10 Integrale, welche wir aus unſerer Kenntnis der Differential: 
quotienten unmittelbar hinſchreiben können, nennen wir die Grund- 
Integrale. Alle andern Integrale können entweder auf dieſe zurückgeführt 
werden oder ergeben ganz neue tranſzendente Funktionen. Daß Integrale 
auf ganz neue Funktionen führen können, erkennt man ſchon aus den 
Formeln II, VII und VIII. Denn die zu integrierenden Funktionen ſind hier 
algebraiſch, die Ergebniſſe aber ſind tranſzendente Funktionen. 


Übungen. 


Nimm die Grundintegrale zwiſchen den Grenzen a und x und verſuche 
a fo zu beſtimmen, daß die Honſtante des Integrals verſchwindet. 
1. Beiſpiel: 


X 


feas- 3. 


a 


Damit die Konjtante verſchwindet, muß man a = 0 ſetzen. Alſo iſt 


2. Beiſpiel: 
a 
dx 112 1 1 
= ar 
x 
Damit die Honſtante verſchwindet, muß man a = O ſetzen. Alſo iſt 
f BL 
K 
9 
II. Uneigentliche beſtimmte Integrale. Bei den Cöſungen der vorigen Aufgaben 
kommt man auch auf die Grenzen co und — oo. Dabei iſt aber zu beachten, daß 
dieſes gar keine eigentlichen Grenzen ſind, ſondern nur Seichen für Grenzübergänge. 
Dann aber enthält z. B. 


dx 
x 
X N 


zwei Grenzübergänge, erſtens den durch | und zweitens den durch os gekennzeich⸗ 


neten. Dabei iſt dieſe Reihenfolge bei der Ausführung wohl zu beachten. Es iſt alſo 
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fern m m L l. 


Dies iſt ein im allgemeinen (ausgenommen x—0) endlicher Wert. 
Stellen wir die Funktion 555 in rechtwinkligen Koordinaten durch eine Kurve 


dar, jo zeigt dies Integral, daß der zwiſchen der Kurve und der X-Achje liegende 
Klächenftreifen: der ſich von einem beliebigen Wert x (ausgenommen X =) bis ins 
Unendliche erſtreckt, doch einen endlichen Flächeninhalt hat. 

Dann aber kann es uns nicht überraſchen, daß auch ein in der y-Richtung ſich ins 
Unendliche erſtreckender Flächenſtreifen einen endlichen Inhalt haben kann. Wir brau⸗ 


chen die Funktion y= = nur umzukehren und in der erhaltenen Gleichung x Ve i ' 


x und y zu vertauſchen, jo ſtellt die Funktion 
| u 
* 


eine ſolche geeignete Kurve dar. Swiſchen ihr, der Y-Adje und einer für ein endliches 
x gezogenen Ordinate liegt ein ins Unendliche ſich erſtreckender Flächenſtreifen von 
endlichem Inhalt. Bei ſeiner Berechnung aber dürfen wir das Integral nicht über die 


Stelle x = hinweg bilden, da in ihr der Integrand y-— einen Pol hat und 
X 

wir bei der Herleitung des beſtimmten Integrals die Stetigkeit des Integranden vor⸗ 

ausgeſetzt haben. Alſo ſchließen wir dieſe Stelle beim Integrieren aus und beginnen 

die Integration erſt mit einem kleinen poſitiven Werte Xx Se, den wir N dem Inte⸗ 

grieren im Grenzübergang zu 0 werden lajjen: a 


lim e lim KJ u im [ex — 276 a 2K. 


8 0 ? — 0 


Keinesfalls darf man über eine ſolche Stelle, an der der Integrand wird, hinweg 
integrieren. Das zeigt folgendes Beiſpiel i 


+1 
1 
ae. 
Ra xi—1 
—1 


Daß das Ergebnis falſch ſein muß, zeigt ſchon das Meins geiche Denn 5 Integra 


2 iſt immer poſitiv. Das richtige Verfahren iſt das folgende 


lim e im feu E =], 
>04 NV 8 0 —1 720 
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lim E. 


8 0 


lim -1+4]=-12140- = 


709 
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§ 25. Anwendungen der Grundintegrale. 


Schon allein mit Hilfe der Grundintegrale laſſen ſich viele wichtige 
Aufgaben löſen. 
I. Flächenberechnungen. 
An jedes der unten angegebenen Integrale laſſen ſich folgende drei 
Aufgaben knüpfen: 
a) Berechne das beſtimmte Integral. 


8) Stelle den Integranden als Funktion von X in Karteſiſchen Koordi- 
naten durch eine Kurve dar und beſchreibe die Begrenzung des Flächen⸗ 
ſtücks, deſſen Größe durch das Integral dargeſtellt wird. 


„) Denke dir dieſes Flächenſtück unter Beibehaltung der Grundlinie 
in ein Rechteck verwandelt. Beſtimme die höhe dieſes Rechtecks; ſie iſt 
die mittlere höhe des ausgewerteten Flächenſtücks. 

Die allgemeine Form der Beſtimmungsgleichung dieſer mittleren Höhe 
ergibt ſich folgendermaßen. Iſt J(x) das unbeſtimmte Integral, jo erhält 
man das beſtimmte zwiſchen den Grenzen a und b in der Form J b) — ](a). 
Der Integrand iſt J’(x); die mittlere höhe J’(m) genügt der Gleichung 

J(b) — J(a) = J' (m) (b — a), 

wobei am Sh iſt. Ein Vergleich mit der Formel! des $ 18 der Diffe- 
rentialrechnung zeigt, daß dieſe Gleichung der dort gegebene Mittelwertſatz 
iſt. Die dortige Funktion F(x) heißt hier J(x), Ax iſt hier b — a. Wenn 
auch J’(m) erſt aus J(b) — J (a) ſich ergibt, jo kann doch auch umgekehrt 
vor oder nach der numeriſchen Auswertung eines beſtimmten Integrals 
J(m) abgeſchätzt und dadurch ein Überſchlag für das zu erwartende Er- 
gebnis gewonnen werden. 


A b 8 d 
4 a 6 a 
1. [34x od |xax xd 
0. | 0 0 0 
1 2 4 10 
>. dx f * dx dx dx 
0 x 0 2 5 
ah 5 18 
3 dx MpXdx f2xdx [Y6xax 
2 12 
2 1 10a e2 
5 x 2 dx 
4. I . da 
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5. Berechne nach dem Dorbild in S 21,11 Slächenftücke zwiſchen Kurve 
und X-Achfe, wenn in die Kurvengleichung y == f für f(x) der Reihe 
nach die Integranden der Grundintegrale und für die Grenzen a und 
b beliebige Zahlenwerte eingeſetzt werden. Wie groß iſt die mittlere 
Höhe dieſer Flächenſtücke? 


II. Körperberechnungen. 

Denken wir uns einen Körper, der von zwei ebenen, parallelen Slächen- 
ſtücken (Grundflächen) begrenzt iſt, 3. B. einen Pyramidenſtumpf, Kegel- 
ſtumpf, eine Kugelſchicht, ein Faß; die eine Fläche kann auch durch eine 
Spitze und eine zur andern Grundfläche parallele Kante erſetzt ſein. Die 
ſeitliche Begrenzung ſei ganz beliebig, nur muß ſie mathematiſch beſtimmt 
ſein, ſo daß jeder Querſchnitt q, den wir durch ſolch einen Körper parallel 
zu den Grundflächen in der Höhe x legen, als Funktion von x angegeben 
werden kann. Dann läßt ſich der Inhalt eines ſolchen Körpers durch 
folgendes Integral ausdrücken 


h 
J. V—/qdx. 
0 


Leite dieſen Ausdruck nach dem Muſter der Entwicklungen des § 21, Il her. 


6. Berechne den Rauminhalt einer Pyramide mit der Grundfläche g und 
der Höhe h. 
Unleitung: Man fälle von der Spitze die Senkrechte auf die Grundfläche und 


2 
lege in dieſe die X-Achje mit dem Nullpunkt in der Spitze; dann iſt aS. 2 
7. Berechne den Rauminhalt eines Kegels mit dem Halbmejjer r des 

Grundkreiſes und der Höhe h. 


8. Eine Parabel ſei durch die Gleichung y — Y2px gegeben. Sie en 
durch Drehung um ihre X-Achfe ein Paraboloid. Der Hohlraum des- 
jelben ſei durch einen ebenen Schnitt ſenkrecht zur Achje in der Ent⸗ 
fernung x = h vom Scheitel abgegrenzt. Berechne den Inhalt dieſes 
abgegrenzten Stückes. 


9. Der Rauminhalt eines geraden Baumſtammes wird genauer durch ein 
abgeſtumpftes Rotationsparaboloid als durch einen Kegelſtumpf be⸗ 
ſchrieben. 


V 3 (x 9 8255 
xy 5 
p, X und x, find zwar nicht unmittelbar gegeben, ſie laſſen ſich aber er 
zwei naheliegende Meſſungen am Baumſtamm leicht erſetzen. 
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III. Arbeit. 


Die mechaniſche Arbeit iſt beſtimmt als Produkt 


A=k-s, 


worin k die Kraft iſt, welche einen Widerſtand auf der Strecke s über- 
wunden hat. Iſt k auf der Strecke s veränderlich, wie z. B. bei der Dehnung 
einer Schraubenfeder (Sig. 47), jo muß s in kleine Teilſtrecken As zerlegt 


N 
S 
Sig. 47. Die Arbeit der Dehnung einer Schraubenfeder. 


werden, jedes As mit dem zugehörigen k multipliziert, die Summe aller 
Produkte gebildet und ſchließlich zur Grenze As = 0 übergegangen wer— 
den. Dann erhält man das Integral 


II. A=[/kds. 


10. Eine Schraubenfeder läßt ſich durch I kg um 1 cm dehnen; ermittle 


11. 
12 
15. 


14. 


die Arbeit, welche ſie im ganzen um 10cm dehnt. 
Eine andere Schraubenfeder wird durch 1 kg um 10 cm gedehnt; er- 
mittle die Arbeit, welche dieſe um 10 cm dehnt. 


Eine dritte Schraubenfeder iſt ſchon durch 20 g um 2 cm gedehnt; er⸗ 

mittle die Arbeit, durch welche ſie um weitere 5 em gedehnt wird. 

Eine vierte Schraubenfeder iſt ſchon durch 3g um 3 om gedehnt; er— 

mittle die Arbeit, durch welche ſie um weitere 7 em gedehnt wird. 

Nach Newton iſt die Anziehungskraft zweier Maſſen m, und m,, die 
III Ms 


den Abſtand r haben, k—=x-— 5; Welche Arbeit iſt erforderlich, 
um 1 kg von der Erdoberfläche 
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a) in die doppelte Entfernung vom Erdmittelpunkte zu heben? (Der g N 


. 


Erdradius R= 6370 km; R 


=I kg.) b) in die Entfernung des 


Mondes zu heben? (Dieje beträgt 584000 En ) o) in eine unendliche 


Entfernung zu bringen? 

Dieſe Arbeit heißt allgemein die potentielle Energie, die Energie der 
Lage oder auch Macht der . Maſſe in bezug auf die Erd⸗ 
oberfläche. 


15. Mit welcher Geſchwindigkeit würde eine Sternſchnuppe auf die Erde 


fallen, wenn ſie aus ſehr großer Entfernung, in der ſie keine Ge⸗ 
ſchwindigkeit in der Richtung auf die Erde hatte, nur von dieſer an⸗ 
gezogen würde? 


14c errechneten Macht jein 


Das Ergebnis iſt viel kleiner als die beobachtete durchſchnittliche Geſchwindigkeit 


der Sternſchnuppen von 50 a wenn fie die Atmojphäre durcheilen. Daher 
müſſen wir noch einen andern ſtärker anziehenden Himmelskörper in Betracht 
ziehen, die Sonne. 

16. Mit welcher Geſchwindigkeit fällt eine Sternſchnuppe auf die Erde, die 
in ſehr großer Entfernung von der 
m Erde keine Geſchwindigkeit hatte 
und nur von dieſer und der Sonne 

angezogen wurde? 


Die Entfernung der Erde von 


der Sonne beträgt 149,5. 10° km. 


Die Maſſe der Sonne iſt das 


9 > BET 333 400 fache der Maſſe der Erde. 
E 17. welche Arbeit in kgm iſt zu leiſten 
Fig. 48. Die Arbeit beim Zuſammen⸗ beim iſothermen Fuſammendrücken 
drücken eines Gaſes. von Sauerſtoff, der bei 1 Atmo= 


ſphäre Druck 101 einnimmt, auf 11 
unter Vorausſetzung der genauen Gültigkeit des Bonleſchen Geſetzes 
p; V= po vo? (Fig. 48.) 

Anleitung: 
Wer, v. = 101; pp = 1 Atm. — 1,033 &- 


em? 
10 


abs, 


N 
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18. Welche Arbeit iſt bei adiabatiſchem Suſammendrüchken derſelben Sauer⸗ 


ſtoffmenge auf ebenfalls 11 zu leiſten? Dabei iſt p-v* = po vo; 
* = 1,41 iſt das Verhältnis der ſpezifiſchen Wärme bei gleichem Druck 
zu der bei gleichem Volumen. 


IV. Schwerpunkt. 


Jeder ſchwere Körper kann durch Aufhängen über dem Schwerpunkt 
im Gleichgewicht gehalten werden. Denken wir uns die Richtung der 
Schwerkraft parallel zur Z-Adje eines Karteſiſchen Koordinatenkreuzes 
(Fig. 49) und den Körper um eine zur V-Achſe parallele Achje durch den Auf: 


Sig. 49. Schwerpunkts⸗Ermittelung. 


hängepunkt drehbar, jo muß, wenn Gleichgewicht beſteht, die Summe der 


Drehmomente 0 ſein. Zur Aufſtellung dieſer Summe zerlegen wir den Kör- 


per durch Schnitte parallel zur VZ⸗Ebene in ſehr viele (n) Platten von der 
Dicke Ax. Die Maſſe einer Platte ſei Am; = siqi Ax, worin qi die Größe 
der Schnittfläche durch den Körper und s; die Dichte des Maſſenteilchens 
Am; iſt. Sein Gewicht iſt dann g. Ami. Iſt die Abſziſſe des Schwer- 
punkts, alſo auch die des Aufhängepunktes 5, jo iſt das Drehmoment von 
Am; gleich (Xi — g Ami. Für die Summe der Drehmomente erhalten 
wir demnach 5 


LO Am. = 0 
| 121 ö 
oder auch, da der konſtante Faktor g durch Diviſion beſeitigt werden kann 


L — &) Am; = Yx:A 1 ey A un 9. 
12 1 5 15 1 1521 


Be a an Say RL le LA? la en ̃ b'mn⏑ↄ ẽ•wdò f ̃ ̃ . wi En Rah ZA 
5 N 7 1 5 V Nen b N f * 
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Lamz iſt aber die Geſamtmaſſe des Körpers, die wir mit M bezeichnen. 
Daraus folgt 


SM == )x:Am; 
i=1 
Gehen wir zur Grenze n= o über, jo erhalten wir 


5M e xsqdx. 
Hierin müſſen s und q als Funktionen von x beſtimmt fein, und das be- 
ſtimmte Integral ſich über den ganzen Körper erſtrecken. Entſprechende Be⸗ 
trachtungen liefern auch die Koordinaten und & des Schwerpunkts. So 
ergibt ſich 


III. = |xdm, „u vam, t zam. 


Aufgaben. 

Beſtimme die Schwerpunkte folgender Körper: 
19. eines Stabes von gleichmäßigem Querſchnitt, 
20. einer homogenen dreieckigen Platte, 
21. einer homogenen dreiſeitigen Pyramide, 
22. eines ſenkrecht zur Achſe abgeſchnittenen Parabelabſchnitts, 
25. eines Kreiskegels, 
24. eines ſenkrecht zur Achſe abgeſchnittenen Drehparaboloids. 


V. Trägheitsmoment. 
Die Bewegungsenergie eines Körpers mit der Maſſe M und der Ge⸗ 
ſchwindigkeit v iſt i 
L= M. | 
Haben die verſchiedenen Teile des 1 Ami e Geſchwindig⸗ 
keiten vi, ſo iſt 


1 
—.— Ame. 
TH 


Das trifft z. B. bei einem ſich drehenden Körper zu. Da alle Teile des 
Körpers dann dieſelbe Winkelgeſchwindigkeit 9 haben, führen wir dieſe 
ſtatt v ein; es iſt v=[r-w, wobei r der Abſtand des Maſſenteilchens 
von der sl iſt. 
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n 2 n 002 
SR 10 ee i222 
13 amn 2 1 m = 2 . 
1 == 


n 
Hierin nennt man T = J,Amir;? das Trägheitsmoment des Körpers um 
jr 


jeine Drehungsachſe. Zur Berechnung dieſes Ausdrucks faſſen wir alle 
Maſſenteilchen mit dem gleichen Abſtand 11 zu einem zuſammen. Gehen 
wir nun noch zur Grenze n= über, jo wird 


IV. T— ii r2dm. 


Das Integral iſt über den ganzen Körper zu erſtrecken; dm iſt die 

Geſamtheit aller Maſſenteilchen, welche dieſelbe Entfernung r von der 

Drehungsachſe haben. 

25. Berechne das Trägheitsmoment eines ſehr dünnen, homogenen Stabes 
von gleichmäßigem Querſchnitt mit der Länge 1 und der Maſſe M 
a) in bezug auf eine ſenkrecht zu ihm durch einen Endpunkt gelegte 
Kichſe, 
b) in bezug auf eine ſenkrecht zu ihm durch ſeine Mitte gelegte Achſe. 

In dieſem Falle ſpricht man auch von dem Trägheitsmoment der Linie 1. 

26. Berechne das Trägheitsmoment einer dünnen homogenen Kreisſcheibe 
mit dem Radius R und der Maſſe M um die Achſe ſenkrecht zu ihr 
durch ihren Mittelpunkt. 


In dieſem Falle ſpricht man auch von dem Trägheitsmoment der Kreisfläche mit 
dem Radius R. 


27. Wie groß iſt das Trägheitsmoment eines Sylinders in bezug auf ſeine 
Achſe? | 

28. Wie groß iſt das Trägheitsmoment eines Kegels mit der Höhe h, dem 
Halbmeſſer des Grundkreiſes R und der Maſſe M in bezug auf jeine 
Achſe? 

29. Durch ein T-Eijen mit der Steghöhe h und der Fußbreite b iſt ein 


55 
4 R 


— — 


Sig. 50. Querſchnitt durch ein T-Eijen. 


Querſchnitt gelegt. Es ſoll das Trägheitsmoment dieſes Muerſchnitts 
in bezug auf eine parallel zum Fuß in der Höhe y gelegte Achſe bes 


e ß asia Ge NT rn re 
BER, Ba ur 5 S N RN ; 
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rechnet werden. (Fig. 50.) Die Dicke des Steges und des Fußes 3 


ſeien gleich und gering!. Auf ihre Längeneinheit komme die Maſſe u. 


a) h 5 em, b = 10 em; b) h b = 6 em. Wie groß muß yfein, 


damit das Trägheitsmoment ein Minimum wird? 
30. Behandle dieſelben Fragen für ein U-Eiſen. (Fig. 51.) 


BE 


7 


N 
N 
7 
7 
7 
U 
6 
7 
E 


mi. me. 


1 
—9 — 


Fig. 51. Guerſchnitt durch ein U-Eifen. 


h = 10 em, b = 5 em. Die Dicke des Flanſches t ſei 1,5 d, der 1 | 


Dicke des Steges. 


Soll die Dicke noch berückſichtigt werden, jo kann dieſe und die folgende Aufgabe er 


erit im Anſchluß an $ 54, Aufg. 1 gelöſt werden. 


7. Abſchnitt. 
Integration zuſammengeſetzter Funktionen. 


§ 24. Allgemeine Lehrſätze über die Auflöſung zuſammen⸗ 

geſetzter Integranden. 

Zuſammengeſetzte Funktionen zerlegt man zum Integrieren in Teile 
(Summanden oder Faktoren), deren Integration durch die Grundintegrale 
bekannt iſt. Dazu dienen vor allem folgende zwei Lehrſätze, die hier nur 
für unbeſtimmte Integrale bewieſen werden. Ihre Gültigkeit auch für 
beſtimmte Integrale folgt daraus, daß dieſe auf jene zurückgeführt worden 
ſind. 


I Ein feſter Faktor des Integranden kann vor das Integralzeichen 
I] geſtellt werden. 


Es ji y= au, worin a von x unabhängig, aber u =() ſei, dann iſt 
x — [audx == a ſudx. 


Beweis: 


ſudx U, alſo u = 9 5 et 4 8 en 
[aux — a U = aſudx 
J. fastax —a[u(s)ax. | 
- Beijpiel: 


[sxax N 5 — 5 1 


Von dieſem leicht verſtändlichen Satz war ſchon bei den Übungen des 
vorigen Abſchnitts gelegentlich Gebrauch gemacht. 


IEE %% d ̃ ᷣ K ˙ ! (],, TON NM 7 
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Übungen. 
a b CR d 
1 2 3 5 
x? 34 
1. |3xdx dx A xd x 5 dx 
0 1 2 0 
4 a 10 100 
u Be dx I3dx 
2. la/xdx hac 125 = 
1 0 1 1 
+8 7 3 
: co en 4dx 2dx 
5. |2sinxax 8 de 
. 0 2 
2 7 
+1 2 
GE od ex+t1dyx In ad 
4. I 7201 —x) a In A dx 
0 —1 —2 


I] Eine Summe oder differenz kann gliedweiſe integriert werden. 


Es ſei y = uu, worin u und » Funktionen von X oder auch von 
x unabhängig ſein können. 
wir bilden ſudx = U und dx = V, 
du 0 
dx erde 
. SAU 
ui. ix > dx 
Ju +vdx—-U+V—/udx +[vdx. 


IK ＋ v)dx —/udx U dx. 


Der Gang des Beweiſes bleibt derſelbe, wenn y= u—v iſt. Auch kann 
die Summe aus beliebig vielen Gliedern beſtehen. 


1 


Beiſpiel: 
ax? + bx c)dx —=/ax’dx 1 9 ſedx 
= alx?dx + b xdx — c/dx 


Vp 


er e We 
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Übungen. 
a b 0 
. F a 7 
5. [G + ) dx . fa + »ax 
0 3 0 


9 


6. fer + he; 2 0 dx | * ) a 
: 1 „ 


+1 +3 +4 
8. (x EN — dx I + 2)& = 5) dx Mar dx 
81 > 


» 


+4 
c +3x + ax 


a 
\ 0 | 3 0 
9. . e „ I&-+1)’dx 
10.|(x el) dx * =) (5x + 2)’dx 


— 2 
5 


§ 25. die Einführung einer neuen Integrationsveränderlichen. 


1. Beiſpiel: Es ſoll fax —- b)" dx ausgewertet werden. 

Bier kann zwar (ax —+ b)" nach dem binomiſchen Lehrſatz in eine 
Summe aufgelöſt werden, wir kommen aber ſchneller zum Siel, wenn 
wir für ax g b eine neue Variable einſetzen 


ax+b=z, adx = dz, . 
Wir rechnen hier mit ſelbſtändigen Differentialen in dem Sinne der Er- 
örterungen des § 4, S. 25. Dann erhalten wir 


n+ by’ 1 
fax + or dx = 4 Ad , - IC. 


Nach dieſem Beiſpiel können die Aufgaben 9 und 10 des $ 24 ein: 
facher gelöjt werden als durch Auflöfung in Summen. 


2. Beiſpiel: Es ſoll |, 


Hier können uns die Lehrſätze des vorigen Paragraphen nicht helfen. 
Wir ſetzen daher * EA dx d 


d d a 
= nz e == In a) e. 


Malſch, Sahl und Raum VIII 8 


ausgewertet werden. 


e , , . , ee ET 1 Art, TEEN) 2 2 5 
12 FERN 8 * * 8 N 
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nE = he. 


Iſt im beſondern Falle a 1, jo erhält man 1 


Wenn nun X T] iſt, fo iſt in (Xx — 1) eine komplet imaginäre Sahl. 
Das Ergebnis kann aber unmöglich imaginär ſein, wenn der Integrand 
reell iſt. Dieſer ſcheinbare Widerſpruch löſt ſich dadurch, daß der imaginäre 


Beſtandteil eine Konjtante iſt (i), der durch einen gleichen Beſtandteil 


von c mit umgekehrtem Vorzeichen aufgehoben wird. Man kann dieſer 
Schwierigkeit dadurch ausweichen, daß man in dieſem Falle ſetzt 


1X Z, — dx = dz a 
d x d x 
. in e nee 


Sit x l, jo iſt diesmal c, eine reelle Konſtante. 
Nach dieſen Beiſpielen iſt es ohne weiteres klar, daß alle Integrale 


von der Form der Grundintegrale, bei denen nur im Integranden ſtatt 


x eine Funktion erſten Grades von x ſteht, auf dieſe Weile auf die 


Grundintegrale zurückgeführt werden können. 
Die Einführung einer neuen Veränderlichen beſchränkt ſich jedoch nicht 


auf den oben gekennzeichneten Fall. Dieſes Verfahren findet eine ſo 2 


mannigfache Anwendung, daß es gar nicht erſchöpfend behandelt werden . 
kann. Es wird auch in dem folgenden Paragraphen in Verbindung mit 


beſonderen Umformungen noch wertvolle Dienſte leiſten. Hier ſoll nur 
noch an einem Beiſpiel gezeigt werden, daß es auch zur Fee e 
einer Wurzel aus einer Funktion erſten Grades dienen kann. 


3. Beiſpiel: Es ſoll 1 . . ausgewertet werden. 


Wir ſetzen x+3=z X . 3 22, dx 22d2 


x dx 22 — 3) 22 dz pa. 2 en 
3 = 206 3) dz 222 dz | 6 [az 


| Übungen. 
an 22 b Con d 


1. [han fort sta fie Fix Sir e 


. Er E . Fe 5 


8 0 
rr 15 * v 
Fa 8 8 8 3 Br 
ze ae 2 2 2 9 

8 Ba A — 1 

u ET - 2 * * 
r 3 ER 2 


— 42 — 9 — 9 e = NA 5 So ER 
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a b c | d 


92 [sin (x ＋ a) dx ſcos (x — a) dx Isin 2xdx [eos Ax dx 


dx 1685 f dx dx 
4. cos? (x A a) sin?3x Va? — x? a2 1x2 
dx dx 
5. [a? dx ed ie je 
a e 
2 +1 3 3 
6. XX I dx * ids er „„ 
1 N. * — 2 Ko 
2 1 


§ 20. Die partielle Integration. 


I. Der Integrand ſei ein Produkt zweier Funktionen 
N ü W. 


Das Integral ſwydx — v ſei bekannt, dann iſt W nn 


0 = uwWdx = uS” dx = ſudv. 
Dieſer erſte Schritt führt allein zum Siel, wenn u eine integrierbare 
Funktion von v ilt. Das trifft bei folgendem Beiſpiel zu. 


Beiſpiel: Es ſoll [sin x cos xdx ausgewertet werden. 


d sin x 
cos —T— re 
dx 


a d sin x k 5 . 
sin x Ax i ed sine, sinn 


| ; 5 
d r e e. 


| Übungen. 
Werte nach dieſem Beiſpiel folgende Integrale aus: 
a b 0 d 
4 7 ; „ 
1. Jsin? x cos xd x [sin x cos? & dx ſig xdx ſeotg xdx 
i 0 0 0 


IT. 
4 
2 \ e e2 


TE 
3 
2 dx | Nee I 
Sin x cos x N x Xx In x 
22 
4 i 


1 1 e 


8* 
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II. Führt jener erſte Schritt noch nicht zum Siele, jo kann der folgende 
zweite Schritt dazu führen. 


Es iſt un W V 


dx 
d(uv) Ba dv du 
[9 d = fu tax + Ax dx 


uv= ſudv + /vdu 


du 
dx 


(Sormel IV des 8.6) 


J. ſudyv = ur — du. 


Dieſer zweiter Schritt führt nur dann zum Siel, wenn das Integral rechts 
einfacher iſt als das links ſtehende oder dieſes rechts mit anderem Faktor 
oder Vorzeichen noch einmal auftritt. | 


1. Beiſpiel: Es ſoll [in xdx ausgewertet werden. 


Wir Teben Ho Xen x V; du = dx 
X 


ſnxdx x lx * 0 


X In X X c. 
2. Beiſpiel: ſcos xdx ſcos x d sin x 
— sin x cos x Sin x d cos x 


„„ COSN +-/sin? dx 


sin x cos x ＋ 0 — cos? Y dx 
Sin K 08 ＋ dx —[cos? xdx. 


2ſcosꝰ xdx „ 6 


Übungen. 

a b Ä c d 

VV 1 | 

3. f arcsin xdx | arccosxdx f aretg xdx f arccotg xdx. 
0 0 0 


0 


In den folgenden Übungen ſind beide Schritte auszuführen. 


rn 
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a b c d 
3 +1 1 1 
A. [x inxdx xeXdx e: 8 
1 i —1 0 
* 2 2 
5. X Sin xdx & cos xdx | [x? sin xdx. 5 cos xdx 
0 0 0 0 
6. [ex cos xdx Jsin?xax jessin bxdx. 
§ 27. berſicht 


über die Integrierbarkeit der häufigſten Funktionen. 


J. Die ganzen rationalen Funktionen (vgl. S 24, Aufg.5—8) können 
als Summen von Potenzen der Deränderlichen mit poſitiven Exponenten 
und konitanten Faktoren dargeſtellt werden und daher wie in § 24 jtets 
integriert werden. Die Integrale ſind wieder ganze Funktionen. 

Il. Die gebrochenen rationalen Funktionen können, falls der Zähler 


von gleichem oder höherem Grade iſt als der Nenner, durch Diviſion zer— 


legt werden in eine Summe einer ganzen Funktion und einer gebrochenen 


Funktion, deren Sähler von niederem Grade iſt als der Nenner. 


. 3622-1 12x 10 4 
Beifpiel: te) gap ee 
Die gebrochene Funktion kann in Partialbrüche zerlegt werden. Dazu 
muß zuerſt der N in ein Produkt linearer Funktionen umgewandelt 
werden. 


x „ h 


Dann wird geſetzt 


x—4 
Ber ( Reel IN 


Daraus folgt 
| x—4=akx—2)-+b(x— I) 


—x(a+b)— Qa b). 
Da dieſe Gleichung für alle möglichen Werte von x gelten ſoll, muß ſein 


a ＋ b 1 
2a ＋ b 4 
4 = 3 


b 2. 


c ͤ // ˙—w QG(ſ ae 
2 2 F V W he A N > „ 
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Es iſt alſo 


ſtehen = „„ 3dx . be, 


x A 5ln &= ) 2 De. 


Übungen. 
a er 
Pe Se Ba 
1. 1 ber n 
g | | 
2 e fe 0 
eee „C ad 


Ill. Bei den irrationalen Funktionen ſind nur folgende zwei Fälle zu merken, 
die mit Sicherheit beim Integrieren auf bekannte Funktionen führen. 


a) Der Integrand enthalte nur eine Art Wurzel einer Funktion erſten Grades, ſei 575 
aber im übrigen rational zuſammengeſetzt. Dann führt man für dieſe Wurzel eine 


neue Integrationsveränderliche ein und kommt dadurch auf eine rationale Funktion 
(Beiſpiel § 25, 3. Beiſpiel). 


b) Der Integrand ſei eine rationale Funktion von x und einer zweiten Wurzel 1 


aus einer quadratiſchen Funktion von x. Wir beſchränken die Betrachtung auf den en 


einfachſten Fall, daß der Integrand allein aus ſolch einer Wurzel /&2 = px - q beitehe. 
Durch Einführung einer neuen Integrationsveränderlichen u läßt ſich dieſe ſtets auf 


eine der folgenden drei Formen bringen: /1 — u, u: — 1, Ye-+1. 
Von beſonderer Wichtigkeit iſt das Integral 


Hl u? du. 


Durch teilweiſe Integration erhalten wir 
. 
J Ii = udu ulli - u? a 


andererjeits durch Erweitern des „ 
2 8 85 ue du 
85 Dee - 1 u 


21 1 ae n 
1 un arcsin u c. 


und durch Addition 


bann rͤ n nf, ß,, ̃ 2 ah al nahe ba . ¾˙—m½g Tara BR TEN I EN 
. * _ N E N . Weich N 


8 28. Integraltafel 119 


I. Mu -u T aresin u + e. 
IV. Alle aus trigonometriſchen Funktionen rational zuſammengeſetzten 
Funktionen können durch Einführung der neuen Integrationsveränder⸗ 
lichen tg, — u integriert werden. Es wird dabei 


2 u 2du 
1— u?⸗ dx i 


1 2 868 ua t Xx 
e eee Ius 8 ann 


Alſo wird der Integrand rational in u. 
Beiſpiel: fe en in u f e in tg 2 fe. 


Die Integrale ſsinu xd und Jcos”xdx laſſen ſich am einfachſten da⸗ 
durch auswerten, daß man die Potenzen sinn x und cos"x durch Funk⸗ 
tionen des n⸗fachen Winkels und niedere Potenzen ausdrückt, z. B. 


sin: x (1 — cos 2x) 
cos =X (1 cos 2) 
Sins x = +(3sinx — sin 3X) 
08K 4 (5 cos x Ecos 3). 


Von beſonderer Wichtigkeit ſind die Integrale 


a 8 . X sin 2 
\ II. Jsin: Xxdx =. — — he 


III. [eos xax= + Er 


und die ſich daraus ergebenden beſtimmten Integrale 
| 2IT 2 
ſsinꝰ x dx — [cos? dN t. 
ö RO 


§ 28. Integraltafel. 
ſig xd x ln cos x c 
ſcotg xdx = ln sin x e 


dx. 72. 


3 
sin x ine : 


Jo in cotg (4 — 2) Ke 
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8 1 2 
|sin?xax en 5 1 — 4 Pe 


x sin 2x 
[eosxix—- + 15 
Jaresin xdx x aresin x I = x2 Æ e 


ſaretg xdx — xarctgx Seh (1 -+-x%) + c 


x sin ædx sin x x cos x e 
& cos xdx cos Xx ＋ x sin x c 
ſin xdx xl x X ge 
M Bj an rt 
dx 5 „X N 1 ln ( E e 
IM Id = NE n e 
er in ( = i) 


Dr In Fe nte 


8. Abfchnitt. 


Anwendungen. 


Die Auswahl der Anwendungen im $ 23 war dadurch beſchränkt, daß 
wir dort nur die Grundintegrale benutzen konnten. Jetzt können wir 
dieſe Beſchränkung fallen laſſen. 


§ 29, Flächenberechnung. 
1. Mit Karteſiſchen Koordinaten. 


Berechne den Inhalt der Abſchnitte, welche die X-Achje von den durch 
folgende Gleichungen gegebenen Parabeln abſchneidet. 


a b 
1. = 2 e =I) y=(x—3)(x— 7) 
2. Y & ＋ 2) (5 — &) = & N 5) 
3.7 —x=— 7x I vY=15 +2x—x° 
A. y G & Y = ASX = x. 
Dasſelbe auch für folgende kubiſche Parabeln. 
5. ) = (2 K 5)“ F 
G 2) I). XGA 5)? 


3 KR 2 RAIN Tyer&r DR 9) 
EZ RHIKHNK- 2) y K = =. 
9. Gegeben iſt ein Kreis durch die Gleichung x? ＋ y’=r’. Berechne 
die beiden Teile des erſten Quadranten, in die er durch die zu X, 
gehörige Ordinate y, geteilt wird. 
Anleitung | (519.232): ; 


xy 4 
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Dieje Sorm des Integrals legt es nahe sin zu ſetzen und dadurch ꝙ als neue 
Integrationsveränderliche einzuführen. 
Das Ergebnis für J. läßt uns in ſeinen beiden Summanden die uns bekannten 


3 2 si 08 2 : ö 
Teile OQP —— 2 und OPB = wiedererkennen. Setzen DAX, tn 


2 

; 2 

jo wird . — 3 und wir erhalten für den Quadranten den Inhalt ＋ Trotzdem wird 
es uns enttäuſchen. Mußten wir doch erwarten, daß die Integralrechnung uns einen 
Weg zur Berechnung von „ weiſt, und hier ſetzt das Ergebnis die Größe von * vor⸗ 
aus. Das liegt daran, daß wir zum Swecke bequemſter Integration ꝙ ſtatt x eingeführt 


DRK IT X 
Sig. 52. Sur Integration eines Stückes der Kreisfläche. 


haben, alſo auch das Bogenmaß des Winkel ꝙ als bekannt vorausgeſetzt haben. Das 

obige Integral J: gibt aber einen Weg zur Berechnung von , wenn wir es mit x 

auswerten. Wir ſetzen zur Abkürzung r = 1 und erhalten nach dem Verfahren des 

§ 27, Ill b a 
27 Zu 

„el Xi Hal dx 


In dem erſten Summanden erkennen wir das Dreieck OP wieder, alſo Haus der 


Sektor 


BOP=5 
Ale. ** 


5 2 5 ; 
jein. Der Sektor aber hat den Inhalt Zara xi, und dar!] ilt, folgt 


arcsin Rl en f 
— X 
Se X 1 
Say — x2 


Auf dieſe Gleichung hat uns hier die Integralrechnung geführt ganz unabhängig von 
ihrer Herleitung aus der Differentialrechnung. Dieſe Formel aber geſtattet uns, worauf 


* rer reer, eee, 
N N, W N ER * En el 10 0 h EEE 88 De Ne 
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ſchon in der Differentialrechnung (8 15, IW hingewieſen wurde, eine Reihe für arcsin x 
abzuleiten, und damit iſt der Weg zur Berechnung von * auch von der Integral- 
rechnung gegeben. 


10. 


11. 


12. 


15. 


Durch die Gleichung zs + 5 —1 iſt eine Ellipſe gegeben; berechne 


nach dem Vorbild der vorigen Aufgabe die entſprechenden Stücke des 
Ellipſen⸗Guadranten. Setze für a und b Sahlenwerte ein. 


Anleitung: Man führe durch die Gleichungen sing und 5 cos ꝙ die 


neue Integrations veränderliche 9 ein. 


Durch die Gleichung s 5 5 — iſt eine Hyperbel gegeben; berechne 


das Flächenſtück zwiſchen der Kurve, der X-=Uchſe und der zur Abſziſſe 
x, gehörigen Ordinate y.. 
. ER 
Anleitung: Man führe durch die Gleichungen 22 und 5 
2 aals neue Integrationsveränderliche 5 ein. 
Wie beim Kreis gibt es auch hier einen zweiten Weg zur Auswertung des 


dx 
Integrals. Dabei kommt man auf [ an Sur Auswertung führt man die 
x2—a? 


neue Deränderlihe z=x-+])x? — a? ein. (Dal. 8 28.) 


Durch die Gleichung 1 z — 1 iſt eine Hyperbel gegeben; berechne 


das Flächenſtück zwiſchen der Kurve, der X-Achſe, der V-Achſe und 


der Ordinate y,. Zahlen einſetzen. 
Die Snkloide iſt durch die folgenden Gleichungen gegeben: 
Xx r (d — sine) r (1 - cos q). 


x und y find die Koordinaten eines Punktes P auf dem Umfang 


eines Kreijes (O, 1), der auf der X-Adhje rollt. a ijt der veränderliche 


14. 


Drehungswinkel des Halbmeſſers OP. 
Berechne das Flächenſtück zwiſchen einem Kurvenbogen und der X: 


Achſe. 
Die Kettenlinie iſt durch die folgende Gleichung gegeben. (Dal. 8 33.) 


„( ) 


Berechne das Flächenſtück zwiſchen der Kurve, der X-Achje, der Y-Achje 
und der Ordinate .. 
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II. Berechnung von Flächenabſchnitten bei Kurven, die durch 
Polarkoordinaten o und 9 gegeben find. 
15. Durch die Gleichung oe = dcosy iſt ein Kreis in Polarkoordinaten 
gegeben. Berechne den kleinen Kreisabſchnitt, den die Sehne AB ab⸗ 
ſchneidet, welche mit dem Durchmeſſer den Winkel 9, bildet (Fig. 53). 


Fig 53. Auswertung. einer Fläche mit Polarkoordinaten. 


Anleitung. Die Elemente, in welche die zu berechnende Fläche zerlegt wird, 
ſind ſchmale Dreiecke, in welche der ganze Gbſchnitt durch ein dichtes Strahlen⸗ 
büſchel von A aus geteilt wird. AAPP, iſt eines davon. Sein Inhalt iſt 


ee Ae sin 4 


2 
Der geſamte Flächeninhalt iſt 
TE 2% 
8 AO) sin A 1 / A 
lim . doe denn um PT, 
AP—0 2 2 Ap=o Ay 
Jo Fo 


16. Durch die Gleichung o = a iſt die Archimediſche Spirale gehen 
Berechne das Flächenſtück, das von dem erſten Umlauf der Spirale 


und dem Radius für 9 = 27 begrenzt iſt. 


III. Das Polarplanimeter von Amsler. 


Planimeter ſind Apparate zur Ausmeſſung ebener Flächen. Solche finden beſonders 
dann Verwendung, wenn die Begrenzungskurve nicht durch eine Gleichung, ſondern will⸗ 
kürlich gegeben iſt, 3. B bei Arbeitsdiagrammen von Uraftmaſchinen. Don den zahl⸗ 
reichen Apparaten dieſer Gattung wollen wir hier nur das Planimeter von Amsler 
(Sig. 54) betrachten, da ſeine Theorie ſich ſtreng mit Hilfe des unter II dieſes Paragra⸗ 


phen benutzten Integrals 
72 


f gd 
ö 2 
971 


erklären läßt. Es beſteht aus zwei Stangen (Fig. 55) PO b, dem Polarm, und 
OF - a, dem Fahrarm, die in O gelenkig verbunden ſind. An ihren andern Enden 
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P und F tragen beide je einen ſenkrecht zu ihrer Länge gerichteten Stift, mit dem 
P auf dem Seichenblatte feſtgelegt wird, ſo daß das Ganze um P drehbar iſt. Der 
Punkt F liegt ebenfalls mit der Spitze feines Fahrſtiftes auf der Seichenebene, aber 
nicht feſt, ſondern mit ihm wird die auszuwertende Släche umfahren. Die dritte Stelle, 
mit der der Apparat auf der Seichenebene ruht, iſt die Rolle R, deren Achje parallel zum 


Sig. 54. Das Polarplanimeter von Amsler. 


Fahrarm an deſſen Rückverlängerung OR Sc angebracht iſt. Jede Bewegung dieſer 
Rolle auf der Seichenebene kann in zwei Teilbewegungen zerlegt werden, eine parallel 
zu ihrer Achſe, die andere ſenkrecht dazu. Die erſtere läßt die Rolle gleiten, ohne ſie 
zu drehen; die zweite dreht ſie, jo daß die abgewickelte Bogenlänge ihres Umfanges s 


Sig. 55. Dasſelbe im ſchematiſchen Grundriß. 


gleich der zurückgelegten Wegkomponente iſt. Dreht ſich z. B. der Apparat bei un⸗ 
veränderter Stellung der Arme zueinander um den , jo bleibt PRS r konſtant. 
Die Rolle beſchreibt den Weg ry, aber die Abwickelung s iſt nur die Wegkomponente 
ry cosa. Nun iſt, wie die Sig. 55 ergibt 

ce=bcos$— r cos a 

rrosae=bcosß —c 
S == (bos % - ) 
02 a? b 2 ab cos 


Zur Abkürzung ſetzt man a? +b?-+2ac=k?, wobei k der beſondere Wert von E 
für & = 90 iſt, und erhält 


e 
22 le k?). 


s iſt alſo 0, wenn «— 90° iſt. 
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„ 
a. s G kes. 


Dieſes Ergebnis findet eine einfache Deutung durch die Figur 56, welche aus zwei 
konzentriſchen Kreijen mit den Radien o und k einen Husſchnitt mit dem Mittelpunkts⸗ 


winkel 5 darſtellt. Darin iſt PF, Fü 46 und PRR=ZR. Demnach iſt a8 


Denſelben Betrag als erhält man aber auch, wenn man den Fahrſtift nur auf dem 
Kreisbogen mit dem Radius oe von F, nach Fz führt. Denn die Bewegung auf Pz FE. 


liefert keinen Betrag für s und die Bewegungen FF; und Fa Fi geben zwei gleiche 
und entgegengeſetzte änderungen, die ſich aufheben. 50 
Nun kann man, wie Sig. 57 zeigt, ſich jede beliebige Fläche aus ſolchen, aber ſehr 
ſchmalen Kreisausſchnitten zuſammengeſetzt denken. Bewegt ſich der Fahrſtift von K 
nach A, dann längs des äußeren Randes über B nach C und G, jo iſt ö 


82 ＋2 N 
EM: 2 r ur 
afas—![e, dp — ı.RldP—KABCG. 
81 71 f 


71 
92 | Rn 
200 % dꝙ = Sa ſtellt die Fläche PAB C dar. Nach Auswertung der beiden andern 
71 N 
Integrale ergibt ſich 
00 J 


Geht der Fahrſtift von G nach C, dann über D nach A und K, jo ergibt ſich 


83 71 92 N 
aſas , ſebdę Nd¹ GAK oder 
82 72 92 a 
(2) 4 (53 — 82) = — 8 — kp — 99). 


Setzt man beide Bewegungen zuſammen, ſo können die verſchiebungen auf KA und 
GC und zurück ausgelaſſen werden, da die änderungen von s ſich aufheben. Dann 
aber bleibt nur das einfache Umfahren der Fläche ABCD übrig, und man erhält 
durch Addition von (1) und (2) f a f 

a (83 — 81) . Pi. u 


Es find alſo nur die beiden Anzeigen der Rolle st und sz an einer Marke abzulejen 135 


und ihre Differenz mit a zu multiplizieren. 
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§ 50. Berechnung von Bogenlängen. 

Wir ſetzen voraus, daß die Kurve durch die Gleichung y= f(x) in 
Karteſiſchen Koordinaten gegeben iſt. 

Wir zerlegen die Kurve DC (Fig. 58) durch eine Reihe naher Punkte 
P, Pi, Pe uſw. in kleine Stücke und erſetzen jedes Stück, z. B. PPI, durch 
die 1 5 0 Sehne. Die Länge dieſer wird ausgedrückt durch 

As = VAx ＋ Ay} 
und nun N Summe un dieſer . von D bis C gebildet. 


Va Na Hay - E 1 ax 


Um die Abweichung von der wahren ene zu verringern, wählen 


, 
Fig. 58. Auswertung einer Bogenlänge. 


wir die Punkte P immer dichter; dabei wird Ax immer kleiner, und 
gehen wir zur Grenze Ax 0 über, fo erhalten wir 


i B b 
we x Ay\2 N dy\2 
Bogen DE 0 * | 1+(5) 4 


a 
Wir hatten in der Betrachtung den anſchaulichen Begriff Bogenlänge vorausgeſetzt. 


Eine mathematiſche Definition iſt erſt durch dieſes Integral gegeben. Die Auswertung 


eines ſolchen Integrals führt bei den meiſten Kurven auf ganz neue Funktionen, 3. B. bei 
der Ellipſe zu den elliptiſchen Integralen, deren Umkehrungen die elliptiſchen Funk⸗ 
tionen ſind. Daher können hier nur ſehr wenige N gegeben 1 die auf 
bekannte Funktionen führen. 


1. Ein Kreis iſt durch die Gleichung X = y?=r? gegeben; berechne 


den Kreisbogen zwiſchen den Ordinaten für x—=0 und X = XI. 
Huch hier gibt es wieder zwei Wege der Cöſung wie bei der Flächenberechnung. 


2. Eine Parabel iſt durch die Gleichung y 29 gegeben; berechne die | 


Bogenlänge vom Scheitelpunkt bis zur Ordinate für xi. 


X 


3. Die Kettenlinie iſt durch die Gleichung 7 20% e =.) gegeben; 
berechne den Bogen vom tiefſten Punkte bis zur Ordinate für x.. 
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§ 31. Oberflächen und Rauminhalte von Drehkörpern. | 
Guldinſche Regel. 


I. Die Oberfläche. Zur Beſchreibung des Drehkörpers (Fig. 59) denken 
wir uns durch feine Achſe OB einen ebenen Schnitt gelegt, der ſeine Ober⸗ 


fläche in einer Meridiankurve O Cſchneidet. In die Drehachſe des Körpers 


5 
Fig. 59. Auswertung der Wber- 


fläche eines Drehkörpers. 


legen wir die X-Achje, ſenkrecht dazu die Y- 
Achſe. Die Meridiankurve habe die Glei⸗ 


chung y= f(x). Sie beſchreibt bei der Dre⸗ 


hung um die X-Adhje die Oberfläche des Dreh⸗ 
körpers. Dieſe kann durch ebene, parallele 


dicht aufeinander folgende Schnitte ſenkrecht 


zur X-Achſe in ſchmale Zonen zerlegt wer- 


den, die mit der Kürze des Abſtandes dieſer 


Schnittebenen immer mehr der Form des 


Mantels eines Kegeljtumpfes ſich nähern; . 


, ee 
5 ST PAR 
en a 
n 


daher kann jede ſolche Zone durch die For⸗ 


mel 2 ry As ausgedrückt werden. Eine Sone 23 
zwiſchen den Schnittebenen x = xi und X = X iſt dann als Summe 


ſolcher ſchmaler Zonen zu berechnen. 


2 ease = Fla h, ＋ Ay? = =. + — (3) Ax 


Um bie Genauigkeit 5 Darstellung zu erreichen, gehen wir zur ae „ 


Ax O über und erhalten 


7 2 T 0 E 1dx. 


Obwohl hier wieder dieſelbe Wurzel auftritt wie bei dem Integral 


der Bogenlänge, ſind dennoch hier die Zonen folgender Körper leicht auf 5 
bekannte Integrale zurückzuführen. Das liegt an dem Faktor des 


Integranden. 


Berechne die onen 
1. der Kugel, 
2. des Paraboloids, 


Aufgaben. 


5. des langen Ellipſoids (a> b), 
4. des kurzen Ellipſoids (b > a), 
5. des zweiſchaligen Hyperboloids (> — 5 2 1), 
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6. des einſchaligen Hnperboloids 727 — 2 1): 


b a? 


Außerdem aber muß uns die Ähnlichkeit im Aufbau des Integrals 


2 24% 2) dx 


mit dem für die eine Koordinate des Schwerpunkts auffallen (vgl. §S 23, IV, 


Formel III. 
== uly dm. 


Denken wir uns den Körper, deſſen Schwerpunkt durch „ beſtimmt 
wird, als ſehr dünne, gegebenenfalls auch krumme Stange von der Ge— 
enge 8, deren Längeneinheit die Maſſe „ hat, 5 it M= uS und 
dm=uds, aljo 


ode und 


PINS 2u)yds. 


| Da ds=dx yı + (2); iſt, iſt die Übereinſtimmung erwieſen, und 
es ergibt ſich folgende Regel von Guldin (1675). 
Der Inhalt einer Drehflähe 7 iſt gleich dem Produkt aus der 


Länge 8 der erzeugenden Kurve mit dem Wege 2, den ihr 
Schwerpunkt bei einem Umlauf um die drehachſe beſchreibt. 


J. 28. 


Dieſe Regel, ein Ergebnis der Integralrechnung, ermöglicht es uns, 
falls von den drei Integralen Z, n und S zwei ſchon bekannt ſind, das 
dritte ohne Integration aus der Gleichung 2 = 2unS auszurechnen. 


Hufgaben. 


5 7. ech die Lage des Schwerpunktes für a) den halbkreisbogen, 


FW 2 2 u 


ER 


b) -den Diertelkreisbogen, c) den Sechſtelkreisbogen. 


8. Ein Halbkreisbogen mit dem Halbmeſſer er rotiert um eine in ſeiner 
Ebene und auf ſeiner hohlen Seite gelegene Achſe, die von ſeinen 
Endpunkten die Entfernung Ir hat. Wie groß iſt die entſtehende 

Rotationsfläche? (r = 6 cm.) 

malſch, Sahl und Raum VIII | 9 
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9. Ein Diertelkreisbogen mit dem Halbmejjer r rotiert um eine in feiner 
Ebene und auf feiner erhabenen Seite gelegene Achſe, die von feinen 
Endpunkten die Entfernung a hat; wie groß iſt die N; Rota⸗ 
tationsfläche? (r = 2 em, a Sem.) 

10. Ein Sechſtelkreisbogen mit dem Halbmejjer r rotiert um die durch 
ſeine Endpunkte gelegte Achſe. Wie groß iſt die entſtehende Rotations⸗ 
fläche? (r = 10 cm.) 

II. Rauminhalte. Schon in § 23,11 ift der Rauminhalt eines belie- 
bigen Körpers durch das Integral 


h 
ads 


ausgedrückt worden. Wenden wir biete Sl auf den in Sig. 59 dar⸗ 
geſtellten Drehkörper an, ſo iſt hier 15 e, alſo 


1 pe 


Auch hier läßt ſich ein Zuſammenhang mit dem Integral für die Schwer⸗ 
punktskoordinate n der Fläche AB CD der Fig. 59 herſtellen. Denken wir 
uns die Fläche F als dünne Platte je Flächeneinheit mit der Maſſe « 
belegt, ſo iſt die Geſamtmaſſe 

M FE 

dm = uydx. 
Hier nehmen wir als Maſſenteilchen einen ſchmalen Streifen der Platte 
mit der Breite dx und der Länge y. Sein Schwerpunkt hat von der 


X= Hichſe den Hbſtand 5 . Daher iſt fein Drehmoment in bezug auf die 


X:Adje 5 A dx U „dx und die Momentenſumme der ganzen Platte 


2 


if dx - for 


Dyenb.=e rar 


II. V=2nr:F.- 
Auch nr ergibt ſich wieder die Guldinſche Regel: 


§ 51. Oberflächen und Rauminhalte von Drehkörpern. Guldinſche Regel 131 


Der Inhalt eines drehkörpers Wiſt gleich dem Produkt aus der er: 
zeugenden Fläche F mit dem Wege 2c den ihr Schwerpunkt bei 
einem Umlauf um die drehachſe beſchreibt. 


Wieder ermöglicht uns dieſe, wenn zwei von den drei Integralen V, 


F und „ ſchon bekannt find, das dritte ohne Integration zu ermitteln. 


11. 
12. 
15. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Übungen. 
Wo liegt der Schwerpunkt der Halbkreisfläche? 


Wo liegt der Schwerpunkt eines Kreisabſchnittes, der durch Halb— 
meſſer e r und Sehne s gegeben iſt? 


Wie groß iſt der Rauminhalt eines Ringes, der durch Rotation eines 
Kreiſes mit dem Halbmeſſer r um eine um a von ſeinem Mittel⸗ 
punkte entfernte Achſe beſchrieben wird? (r = 2 em, à = 20 cm.) 
Wie groß iſt der Rauminhalt eines Ringes, deſſen Querſchnitt ein 
Halbkreis mit dem Halbmeſſerer iſt und deſſen innere Mantelfläche 
die eines Kreiszylinders mit dem Durchmeſſer Ar it? (r = 5 em.) 


Berechne durch e des Integrals 


= = fr y’dx 
den Rauminhalt folgender Bolattonshörner: a) der 1 1 des längen 
Ellipſoids (a O b), c) des kurzen Ellipſoids (b > DR ) einer ne 
oder eines Abſchnitts des zweiſchaligen Hyperboloids ( 2 — = ii 


e) einer Schicht des einſchaligen Hnperboloids 5 1 5 
(Beifpiel: aD X, O, 4.) 


Der Inhalt F eines Faſſes wird in der Praxis nach folgender Sor- 
mel berechnet: 


F 5 2 72). 
h = Höhe, r. = Radius des Spunökreijes, r. — Radius des Boden— 
kreiſes. Leite dieſe Formel ab, indem du die Wandung als Sone 
eines Drehellipſoids annimmſt. 
Berechne den Rauminhalt der folgenden ſpindelförmigen Körper, die 
entſtehen durch Rotation 
a) des Abſchnittes der Parabel y— (1 — ) oberhalb der X-Adıie, 


b) des Flächenſtückes zwiſchen der Sinuslinie y = sin x von 0 bis 
r oberhalb der X-Adhje, 


9* 
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c) des Flächenſtücks zwiſchen der Sykloide y=r(1 — cos o), 
Xx r (a sin a) von 0 bis a — 2% oberhalb der X-Adjie, 
d) des Kreisabſchnitts oberhalb der X-Adje eines Kreiſes mit der 
Gleichung (x — a)? = (- b)? Ser, wobei a? ＋ be r: iſt. 
18. Berechne den Inhalt eines Gefäßes von der in Fig. 60 wieder⸗ 
gegebenen Geſtalt, wenn die Kurve DC durch die Gleichung 


5 
beſtimmt iſt und die höhe OH = 25 iſt. 


Sig. 60. Auswertung des Inhalts eines Drehkörpers, 


19. Dasſelbe, wenn die Gleichung der Kurve 
„ b iin | f 
W und OHs= it | | | 1 


§ 52. Berechnung von Crügheitsmomenten. 


Achſe iſt gleich feinem Trägheitsmoment 
T. bezogen auf eine durch ſeinen Schwer⸗ 
punkt gelegte parallele Achje vermehrt 
um Me?, wobei M feine Maſſe und e der 
Abſtand der beiden Achſen iſt. 


Beweis: Die Figur 61 ſtelle einen belie⸗ 
bigen ebenen Schnitt durch den Körper ſenk⸗ 
recht zu den beiden durch A und S gehen- 
den Achſen dar. dm ſei ein Maſſenteilchen 
an einem beliebigen Punkte P des Hörpers; 
die Form dieſer Maſſenteilchen iſt ganz will⸗ 1 Er 
kürlich. Wir werden ſie jedesmal dem zur Fig. 61. Sur klblettang e age 
Ausführung der Integration eingeführten über Trägheitsmomente. 


| Das Trägheitsmoment T eines Körpers bezogen auf eine beibige . 
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Uoordinatenſyſtem anpaſſen. (Ogl. dazu Aufg. 1 und 3.) Das Trägheits⸗ 
moment eines Maſſenteilchens dm um die Achſe durch A iſt 
red m = (ri? e? 2 e cos ) dm. 
Wir integrieren über alle Maſſenteilchen des Körpers und erhalten 
T — |r?’dm — /r,’dm —— e:/dm — 2eft, cos dm. 
Nun iſt 
1 r dm = I,, das Trägheitsmoment bezogen auf die Achſe durch den 
Schwerpunkt, 
Jam —M, die Maſſe des Körpers, 
fr cos g dm = 0, da es die Momentenſumme bezogen auf eine Ebene 


durch den Schwerpunkt ſenkrecht zu AS iſt. Wir erhalten alſo 
J. T=T, + Me’. 


Übungen. 
Berechne die Trägheitsmomente folgender Hörper: 
1. Rechteckige Platte mit den Seiten a und b und der Maſſe M. Die 
Achſe geht durch den Mittelpunkt ſenkrecht zur Platte. 


Anleitung (Eig. 62): Die Platte habe die Dicke h und die Dichte . Wir denken 
uns die Platte durch Schnitte parallel zur Seite b in ſehr ſchmale Stäbe von der 


Fig. 62. Auswertung des Trägheitsmoments eines Rechtecks. 


Breite dx zerlegt. Auf jeden wenden wir nun die Formel des obigen Lehrſatzes 
an; jo iſt z. B. für den Stab PQ 


. nbdx 68 8 25, IV. Aufg. 25) 
Me&=uhbdx:x3 . 
“ar nb ( + >. 9 und das 5 der ganzen Platte 
93 
b? 5 
nr 


a 
2 


Be Rh > 
YA, 

y ER 

7 " 
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ID) 


asus 


. Dreieckige Platte mit den Seiten a, b und c. Die Achſe geht durch 


eine Ecke ſenkrecht zur Platte. Beiſpiel: a = 5 em, b=4cm, c—= 
5 om, M= 100 g. 


. Kreislinie (dünner Kreisring), ein Durchmeſſer ſei Achſe. 
Anleitung: Man führe Polarkoordinaten e und » mit dem Mittelpunkt des 


Kreiſes als Pol ein. (r cos ꝙ, dm S dd.) 
Dünne Kreisſcheibe, ein Durchmeſſer ſei Achſe. 
Hohlkugel, ein Durchmeſſer als Achſe. 


. Homogene Dollkugel mit einem Durchmeſſer als Achſe. 
. Kreiskegel mit der Höhe h, dem Grundradius a und der Maſſe M. 


Die Achſe geht durch die Spitze parallel zur Grundfläche. 


Pyramide mit der Maſſe M, der Höhe h und einer rechteckigen Grund⸗ 


fläche mit den Seiten a und b. Die Achſe geht durch die Spitze parallel 
zur Grundfläche. 


§ 35. Die Kettenlinie. 


Die Kettenlinie iſt jene Kurve, die eine an beiden Enden befeſtigte 


Kette oder ein Seil darſtellen, wenn fie bei mäßiger oder geringer Spannung 
im Bogen herunterhängen. Vor der Erfindung der Infiniteſimalberechnung 


hielten ſelbſt Naturforſcher ſie für eine Parabel. Erſt durch jene iſt ihre | 


Eigenart klargeſtellt worden (Jakob Bernoulli, 1691). 


teſiſchen 0 (Fig. 65) ermitteln. Dazu knüpfen wir an die 


Um ſie zu beſchreiben, wollen wir ihre Gleichung y = F) in Kar- 
& 1 


5 
Fig. 65. Die Kettenlinie und ihre Spannung 8. 


Formel l des SA an 
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9 

. 
In die Richtung der Tangente TP fällt auch die Kraft 8, mit der die 
Kette geſpannt iſt. Dieſe zerlegen wir in die beiden Komponenten H und 
V, erſtere parallel zur X-Adje (horizontal), letztere parallel zur VæAchſe 
(vertikal). Dieſe ſind durch die Gleichung 


tg a. 


V 
H == tg a 
verknüpft; daraus ergibt ſich 
d acıV, 
dx ch. 


Nun verſuchen wir V und H als Funktionen von x zu ermitteln. Dazu 
dient uns Fig. 64. In ihr ſeien AB, BC und CD drei Glieder der Kette. 


Sig. 64. Drei Glieder der Kette mit Uräfteplan. 


Das Glied BC wird durch drei Kräfte im Gleichgewicht gehalten, erſtens 
durch die Spannkraft S in B, zweitens die Spannkraft S, in C und drittens 
ſeine Schwere pas, die wir uns in ſeinem Schwerpunkt M vereinigt 


denken.! Hierin bedeutet ds die Länge von BC und p das Gewicht der 


Längeneinheit der Kette. Nun zerlegen wir S in die beiden Komponen- 
ten H und V und S, in H, und VI. Da wir uns die beiden Spannungen 
mit ihren Komponenten nach M verlegt denken können und H, H,, V, 
Vi und pds ſich hier das Gleichgewicht halten, folgt 

H 

V,=V-+pds. 
H it alſo für alle Punkte der Kette eine Konſtante und 

V,-V=dV=pds. 

1 Wir behandeln aljo die Länge eines Gliedes der Kette wie ein Differential, Hier 


trifft jener Vorwurf zu, den ein Mathematiker erhoben hat, „daß für den Phyſiker 
das Differential ein Stück Meſſing ſei, mit dem er wie mit ſeinen Apparaten umgehe“. 


Bi k 

1125 . 5 1 Ä ; | Fe N 
Oben hatten wir „ 0 | 
5 VVV ; 


5 r ferengiren nach x und erhalten, 5 H konftant il, | 
„%%% md 1 
dx FH dx H de e 


Für } = 1 führen wir zur Abkürzung die Konſtante a ein und eben | 


1. ax’ A dy 1 ah 5 (00 ya Fa 
Dann a hab, die ee 
= 100 Ey 


Um ſie zu integrieren, Da wir die Gleichung um in 


Die Zutegraltafel 828 liefert die Cöſung 
3 ino Eier are 


Wir 1 1 den Anfangspunkt des Koordinatenkreuges 6 daß 5 s 
punkt der Kettenlinie, für den ) 0 iſt, die Abſziſſe * * 0 1 5 Danr 
muß 80 ſein. Aus der gefundenen Lolung relgt 


ey Wir . 

N = a, 
Ds (ee a 
. „fe d 


X 


. 1 den Di 5 


y En 6 + e 8 = 
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Übungen. 

Leite aus der Gleichung der Kettenlinie den Satz her: Alle Ketten: 
linien ſind einander ähnlich. Dieſer Satz ermöglicht es, mit Hilfe einer 
Kettenlinie im paſſenden Maßſtabe (im Heft a— 1 cm, auf dem Reiß⸗ 
brett a = 5 em) die Aufgaben unter 5. für die verſchiedenen Angaben 
graphiſch zu löſen. Zu dieſem Swecke löſe erſt folgende Aufgaben: 
Setze a = 1 em und ſtelle y = f(x) durch Tabelle und Kurve zwiſchen 
X= 3 und +3 fo genau dar, wie es der Maßſtab der Seich— 
nung ermöglicht. 

Berechne den Bogen b der Kettenlinie zwiſchen den Abſziſſen — KX 
und - xX. 

. Stelle den Quotient = als Funktion von x durch Tabelle und Kurve 
dar. (ka lem.) 

. Eine Kette von Im Länge und q kg Getticht iſt zwiſchen zwei in 
gleicher höhe liegenden Punkten im Abſtande am aufgehängt; wie 


tief hängt ſie herunter und welchen Zug übt ſie auf die Aufhänge⸗ 
ſtellen aus: 


HBeiſpiele: i, ! m, 
b) 1 | Hr . 

c) 5 4 , 

N ze 3 6 I 


Ainletfung: Suerſt wird a ermittelt. Da hier b =l und 2x = d ift, berechne 155 


ſuche das Ergebnis in der Kurve für = auf und lies die Größe 2x ab. Nun gilt 


wegen der Ähnlichkeit aller Kettenlinien die Proportion 


am dm 
em A2 xX cm 


Iſt 4 wenig von 1 verſchieden und verjagt daher die graphiſche Cöſung, ſo kann 


a mit Hilfe von zwei Gliedern der wee LEN mit erheblicher Genauigkeit 
berechnet werden. 


. Entwickele y in eine Potenzreihe. 

„Zeichne in das Bild der Kettenlinie auch die Schmiegungsparabel im 
Scheitelpunkt und ferner die Parabel, welche mit der Kettenlinie den 
Scheitelpunkt und die Punkte für x—= 5 gemeinſam hat. 

. Ein Seil von 20 m Länge und 10 Kg Gewicht iſt auf einer Strecke von 
d Metern ausgeſpannt. Durchhang und Spannung ſind zu berechnen. 
i inn e —119,8.1% c d 19% m. 
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§ 54. Die Gravitation. 

Der erſte große Erfolg der Erfindung der Infiniteſimalrechnung war 
die Herleitung des Gravitationsgeſetzes aus den Keplerſchen Geſetzen 
der Planetenbewegung durch Newton (S. § 4). Bei ihrer Bedeutung für 
Aſtronomie und Phyſik wollen wir dieſe auch hier folgen laſſen. 

Das zweite Keplerſche Geſetz lautet: 


| Der Leitſtrahl eines Planeten ele in gleichen Zeiten gleiche 


Flächen. 


In die Ebene der Planetenbahn legen wir ein Karteſiſches Koordinaten⸗ 


2 


kreuz mit dem Nullpunkt S in dem Mittelpunkt der Sonne (Fig. 65). P und 


Sig. 65. Die Bahn eines Planeten. 


P, ſeien zwei in der Seit dt aufeinanderfolgende Stellungen des Plane⸗ 


ten. Dabei iſt dt jo kurz zu nehmen, daß das Stück der Bahn als gerade 9 


angeſehen werden kann. Der Inhalt des Dreiecks SPP, iſt 
I= Cy. KR Y)» 
Wir ſetzen x. = x dx und „—=y--dy; daraus folgt 
= Gdy - yd). 


it nun die Fläche, die der Leitſtrahl in der Zeiteinheit beſchreibt, 


nach dem Keplerſchen Geſetz eine Konjtante, gleich e, jo iſt ſie in der 


Seit dt nur cdt; das ergibt 
> dy — ydx) = cdt 
11 5 Ye 26 
Beide Seiten = Gleichung werden noch einmal nad) t differenziert. 
5 1 1 Eye 
158 el 


1: x 
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d’y, dx 
dt‘ ae TER 
Ey * 
mat: m 4 E: R 


Hierin bedeutet m die Maſſe des Pane r den Leitjtrahl SP und 
R wird als Proportionalitätsfaktor 5 gewählt, daß 


m dx 
Mas = Rr — Rcosy 
2 
2 d? j 
ne Rsin ꝙ 


dx 2 
iſt. mg und ma 1 5 ſind aber die Komponenten der beſchleunigenden 


Kraft, und aus den rechten Seiten ergibt ſich, daß R ihre Reſultierende 
iſt und daß dieſe in die Richtung von r fällt. Die den Planet be- 
ſchleunigende Kraft iſt eine Sentralkraft mit dem Mittelpunkt. 
Das zweite Keplerſche Geſetz läßt es aber noch e ob u 
Kraft anziehend oder abſtoßend ilt. 


Das erſte Keplerſche Geſetz lautet: 

Alle planeten bewegen ſich in Ellipſen, in deren einem Brennpunkt 
| die Sonne fteht. 

Suerſt geben wir der Gleichung der Bahnellipſe die für den folgenden 
Zweck kürzeſte Form. In dem oben eingeführten Koordinateninjtem hat 
ſie folgende Gleichung: 


— 2 2 . 
. + 55 b e a? — b? — lineare Exzentrizität. 
x?b? — 2xeb?’- e’b’-+ ya? = a?b?, 
zZ axb’-n2xeb’ ba e?), 
r?a? = xe: ＋ 2xeb?’—+b%, 


ra xe b'ꝰ, 
ER 2 — 155 En 4 — numeriſche Exzentrizität. 
r == Xx · p; p— parameter. 
Hieraus folgt für die Bewegung auf der Ellipſe 
71 er und unter Benutzung der Gleichung (2) 
e 
nn m 
der R Rp 


e r neee „ 
d li ce 
8 r I N N 1 75 g 


N 2 
N 


e ER dt 


4. dr md | 
Daraus folgt nach dem Vergleich mit Gleichung 3 
40 m f 
50 RE „„ 5 
P f en 
Die Sentraikratt R ijt umgekehrt a dent Qua rat 
der Entfernung r zwiſchen Planet und Sonne. Da alle © ren 
poſitiv ſind, I R negativ, d. h. anziehend. 8 Br! 
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Andererjeits läßt 1 N aus der Stihung 5 
RN 


folgender dr für g 155 1 


on a: 
en Nad Kdt EV dt 7 
ee, 
1 75 a) 1% 


Ali 5 5 n 1 | 


y ; \ N 
ee N 5 e 
Be 


d 
Xx dex y dzy . 
ee e t 


dr xdx 


find, und finden | 1 8 0 


Das dritte Keplerſche Geſetz lautet: 1 
| Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier 9 verhalten fi wie | 
die Kuben der großen Achſen. | 
Die Fläche, die der Leitſtrahl in der Zeiteinheit beschreibt, war 
nannt. Während der Umlaufszeit J beſchreibt er die ganze Ki 
c-T =abr 
a ber 5 
N N T 7 
Dieſen Wert ſetzen wir in die Gleichung 5. ein. 
| N. _..4a2b?r2m , 5 be 
0 pr: U 


| Ba NE NE 
— — 2 
8 Art 


72 2 
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Aus dem dritten Keplerſchen Geſetz folgt nun, daß für alle Planeten 15 


dieſelbe Größe hat, alſo nicht von dem Planeten abhängt. Es iſt alſo 

eine der Sonne eigentümliche Konjtante. Da ferner in dem Rusdruck für 

die Kraft die Majje des Planeten m vorkommt, und wir außerdem die 

Anziehung als eine gegenſeitige auffaſſen, ſo führen wir auch die Maſſe M 

der Sonne als Faktor ein und A 

Die ene * {it durch Beobachtungen auf der Erde ermittelt. 
32 8 


Die Maſſe der Sonne iſt alſo M = a 
und die Gravitation Re . 


§ 55. Die barometriſche höhenmeſſung. 


Der Luftdruck p als Funktion der Höhe über dem Meeresſpiegel er⸗ 
gibt ſich aus einer Differentialgleichung. AB CD 
in Fig. 66 ſtellt eine Luftjäule mit dem kon⸗ 
ſtanten Querſchnitt q dar. In E ſei der Luft⸗ 
druck p; die Laſt der Luft auf dem Quer⸗ 
ſchnitt iſt dann pq. In F ſei der Luftdruck 
pdp, die Laſt der Luft alſo (p dp) q 
— pq + g dp. Mit der Höhenzunahme 
FE dn nimmt alſo die Laſt der Luft 
auf dem Guerſchnitt q um qdp ab. Dieſe 
Abnahme der Laſt iſt gleich dem Gewicht der 
Luft, die in dem Raume qdh enthalten iſt. 

Iſt s das ſpez. Gewicht der Luft, jo iſt dieſes 
Gewicht sq dh. Daraus ergibt ſich die Gleichung Fig. 66. 


dh = — adp oder Eine Luftſäule zur Ermittelung 
a \ p des Cuftdrucks. 
dp 


dh = — 

8 8 
ar Nun iſt 15 — v das Dolumen der Gewichtseinheit (ſpezifiſches Volu⸗ 
mer), und nach dem Gay⸗Cuſſacſchen Geſetz iſt 
| 1033 b 


pV = pov (I EA) . = 800 000 cm (1 ＋ et). 
0,001 LE, | 
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Darin bedeutet & = 2 den Ausdehnungskoeffizient der Luft und t die 


Temperatur. Wir ſetzen zur vorläufigen Abkürzung 
8000 m(1 at) =c und erhalten 


1 c 
„„ Ve 
8 P 
dh = — b oder integriert 
1 | 
d 0 
h = eſer _ — e n p ln po), 


Po 


h=c(np, — In p). 
Statt der natürlichen Logarithmen führen wir Briggs'ſche ein 
h 04848 (og po log p 
h = 18 420 (l ＋ et) (logp, — log p) m. 


$ 36. Das Geſetz von Biot und Savart. 


Ein elektriſcher Strom übt auf einen in ſeiner Nähe befindlichen 
magnetiſchen Pol eine ablenkende Kraft aus, deren Richtung bei einem 
Nordpol nach der ſogenannten Rechtenhandregel beſtimmt iſt. Die Größe 
dieſer Kraft k iſt durch folgendes Differentialgeſetz“ gegeben (Sig. 67): 

„mi Sin ad! 
dE | 
Hierin bedeutet: m die Politärke des Magneten, d! ein kurzes Leiter⸗ 5 
ſtück (AB), i die Stromſtärke, r die Entfernung von m bis dl, à den 
Winkel zwiſchen d! under, eine Konſtante, die durch Einführung Hallender | 
elektromagnetiſcher Einheiten zu 1 en werden Rann. 


Sur Abkürzung führen wir für die Feldſtärke dF ein und erhalten 


isin ad! 
U 


1 Dieſes Differentialgeſetz, vielfach das Geſetz von Biot und Savart genannt, iſt nicht 

von dieſen Forſchern aufgeſtellt. Sie haben 1820 durch Beobachtungen das aus der 
folgenden Aufgabe für die Grenzen — oo und 0s ſich ergebende Integralgeſetz er⸗ : 
mittelt. 1822 hat dann G. Schmidt, Gießen (Gilberts Ann. der Phyſik, Bd. 71) 
obiges Differentialgeſetz aufgeſtellt und aus ihm die Wirkung eines geraden Strom⸗ 
leiters gefolgert. Der Wert des Differentialgeſetzes liegt auch hier in feiner umfaſſen? 
deren Allgemeinheit. | 
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Nun kann ein einzelnes kurzes Leiterſtück AB auf einen Magnetpol nie 
allein wirken, ſondern nur die Summe der Wirkungen aller Teile eines 
ausgedehnten geſchloſſenen Leiters kann be- 

obachtet werden. Da die Richtung der Kraft 8 

ſenkrecht zu der durch d! und m gelegten 
Ebene ſteht, ſo ſummieren ſich die Kräfte 
der einzelnen Teile der Leitung nur dann 
algebraiſch, wenn die ganze Leitung und m 


= 


655 65 
Sig. 67. Sum Geſetz von Biot und Sig. 68. Sur Berechnung 
Savart. des magnetiſchen Kraftfeldes 


eines geraden Stromleiters. 


in einer Ebene liegen. Dann iſt die Geſamtwirkung das Integral über 
die ganze Leitung 
B Sin ad! 
Sn 1 


Wir beſchränken die Betrachtung auf dieſen einfachen Fall. 


Aufgabe. 

Die Leitung ſei eine gerade Strecke CD =I; die von m auf CD ge⸗ 
fällte Senkrechte a teilt ſie in die beiden Abſchnitte 1, und 12. Der 
Schluß der Leitung geht von D nach C in fo weit von m entferntem 
Bogen, daß von der Wirkung des Stromes in dieſem Bogen auf m ab- 
geſehen werden kann. Ermittele die Seldjtärke, die von CD ausgeht. 

Anleitung (Fig. 68): Zur Auswertung des Integrals 

12 
F a 
= 
wird am beiten als Integrationsvariable die Polarkoordinate 7 2 — 4 mit den 
Grenzen i und 9, eingeführt. Dann iſt 
rd 


dl sin d Id 
N e 


= Cos ꝙ. 


1 


ff a a ee No 
RE Re TW e 
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Aus dem Leben der im Buche genannten Mathematiker. 


ohannes Kepler, geb. 1571 zu Weil in Württemberg, geſt. 1630 zu Regensburg, 
pler, | 


begann feine Studien 1589 in Tübingen mit der Theologie. Als er von der Koper- 


nikaniſchen Lehre Kenntnis erhielt, veranlaßte ihn dieje, Mathematik zu ſtudieren. 


1600 wurde er Gehilfe bei dem kaiſerlichen Hofaſtronomen Tycho Brahe zu Prag und 5 
nach deſſen Tode 1601 ſein Nachfolger. Die zahlreichen und genauen Beobachtungen 


Brahes, insbeſondere an dem Planeten Mars führten ihn nach mancherlei vergeblichen 
und z. C. myſtiſchen Spekulationen auf ſeine drei Geſetze über die Planetenbahnen. 


Paul Guldin, geb. 1577 zu St. Gallen, geſt. 1643 zu Graz, trat 1597 in den Jeſuiten⸗ 


orden ein. Er lehrte Mathematik in Rom, Wien und Graz. Sein Hauptwerk Centro- 
baryca, in dem auch die nach ihm benannte Regel zur Berechnung der Oberflächen er 


und Inhalte der Drehkörper veröffentlicht iſt, erſchien 1635 —41. 


Iſaak Newton, geb. 1643 zu Woolſthorpe, geſt. 1727 zu Henſington, ſtudterte ſeit 
1660 in Cambridge Mathematik und erhielt den mathematiſchen Lehrjtuhl ſeines 
| Lehrers Barrow, der ihm diejen freiwillig 
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PRINCGIPIA 
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Society. Seine Unterſuchungen über die 


Mondbewegung begannen ſchon 1666 und 
wurden der Anlaß zur Erfindung der 


beſtätigt. Seine erſte Veröffentlichung dar⸗ 


Autore 7 & NEWTON, Trin Coll. Cantab. Soc. Mathefeos 
Profeſſore Lucajiano, & Societatis Regalis Sodali, 


IMPRIMATUR- 
Sc B2ESB XS, Reese, ͤ IE SE SS: 
Jelii 5. 1686. 


Optics erſchien London 1704. 


LoONDINT, zu Leipzig, geit. 1716 zu Hannover, ſtu⸗ 
Juſſu Societatis Regie ae Typis Fofephi Streater. Proftant Vena- 
les apud Sam. Smitbad inlignia Principis Walliz in Coemiteria 


D. Pauli, alioſq; nonnullos Bibliopolas. Anno MDCLXXXVIL. 


Philofophie und Mathematik. In diplo- 


Sig. 69. Titelblatt von Newtons mit vielen Höfen und Gelehrten. Mit Hilfe 


Hauptwerk. diejer Beziehungen gelang es ihm 1700 


überließ. 1703 ſiedelte er nach London 
über und wurde Präſident der Royal 


Gottfried Wilhelm Leibniz, geb. 1646 


Gravitation und insbeſondere über die 


Fluxionsrechnung, aber erſt 1682 fand er 
ſeine Theorie durch die neue Gradmeſſung 


über, der Tractatus de motu von 1684 
befindet ſich auch in den beiden erſten 
Büchern ſeiner Philosophiae naturalis 
principia mathematica von 1687. Seine 


dierte in Ceipzig und Jena Jurisprudenz, | 


matiſchen Dienſten kam er in Verbindung ne 


in Berlin die Gründung der Akademie der 25 | 
Wiſſenſchaften durchzuſetzen, deren erſter Präſident er wurde. Auch die Gründung der 


Akademie zu Petersburg durch Peter d. Gr. erfolgte 1711 nach ſeinem Entwurf. Seine 


Bedeutung für die Mathematik gründet ſich nicht allein auf die Erfindung und Aus- . 


bildung der Infiniteſimalrechnung. Er erkannte den Wert einer paſſenden Seichen 


ſprache in der Mathematik. So ſtammt von ihm der punkt als Htuftiplihationsgefen 8 


und der Doppelpunkt als Diviſionszeichen. ; vB: 


Jakob Bernoulli, geb. 1654, geſt. 1705 zu Bajel, Sproß einer Familie, aut im 
Laufe der Jahrhunderte eine größere Anzahl bedeutender Mathematiker und Naturfor⸗ 
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ſcher hervorging. Er ſtudierte anfangs auf Wunſch ſeines Vaters, eines Baſeler Ratsherrn, 
Theologie, daneben aber auch Mathematik und wurde Profeſſor der Mathematik an 
der Univerſität zu Baſel. Er nahm wie auch ſein jüngerer Bruder Johann regen 
Anteil an der Entwickelung der Infiniteſimalrechnung. Dielleicht hat er, und nicht 
Johann, das Wort Integral erfunden. Die Eigenart der Kettenlinie hat er (1691) 
zuerſt erkannt, und er iſt einer der Begründer der Wahrſcheinlichkeitsrechnung. Das 
Verhältnis zu ſeinem Bruder Johann wurde dadurch getrübt, daß dieſer manches 
veröffentlichte und als ſeine Entdeckung erſcheinen ließ, was von Jakob herſtammte. 


Johann Bernoulli, geb. 1667, geſt. 1748 zu Baſel, war anfangs zum Kaufmann- 
ſtande beſtimmt, wandte ſich aber bald den Wiſſenſchaften zu, promovierte 1694 zu 


Baſel in der mediziniſchen Fakultät, ging 1695 als Profeſſor der Mathematik nach 


Groningen und kehrte als Nachfolger ſeines Bruders 1705 nach Baſel zurück. Er ver⸗ 
faßte das erſte Lehrbuch der Integralrechnung. 


Leonhard Euler, geb. 1707 zu Baſel, geſt. 1785 zu Petersburg, ſtudierte in Baſel 
Theologie, Mathematik, Phnjik und Phnſiologie. Er war Schüler Johann Bernoullis. 
1727 ging er nach Petersburg und wurde dort ſchon 1750 Profeſſor der Phnfik an 
der Akademie, 1735 auch für höhere Mathematik. 1735 erblindete er infolge Über⸗ 
anſtrengung auf einem Auge. Ungünſtige Verhältniſſe an der Akademie infolge eines 
Regierungswechſels ließen ihn 1741 einem Rufe Friedrichs d. Gr. nach Berlin folgen, 
wo er 1747 Direktor der mathematiſchen Klaſſe der Akademie wurde. Er kehrte aber 
1766 nach Petersburg zurück. Noch in demſelben Jahre erblindete er vollſtändig. 


Sein mathematiſches Schaffen aber wurde dadurch nicht gelähmt, ſondern hat dadurch 


nur neuen Anſporn erhalten. So erfand er für die Dreiecksgeometrie die leicht dem 
Gedächtnis einzuprägenden Bezeichnungen. Seine Verdienſte um die moderne Geſtal⸗ 
tung aller Gebiete der Mathematik könnnen hier nicht aufgezählt werden; ſie ſind 
in „Sahl und Raum“ an verſchiedenen Stellen erwähnt worden. 


Abraham de Moivre, geb. 1667 zu Vitry in der Champagne, geſt. 1754 zu London, 


ging 1687 nach England, wo er ſich mit Newton befreundete. Außer durch den nach 


ihm benannten Satz machte er ſich durch ſeine Arbeiten über Wahrſcheinlichkeits⸗ 
rechnung verdient. (De mensura sortis 1711 in den Philosophical Transactions.) 


Brook Taylor (1685-1731), vermögender Privatmann in London, veröffentlichte 
die nach ihm benannte Reihe in ſeinem Werke Methodus incrementorum 1715. 


Colin Maclaurin (1698-1746) wurde 1717 Profeſſor der Mathematik am Kolleg 


zu Aberdeen, 1725 an der Univerſität zu Edinburgh. Die nach ihm benannte Reihe 


bedeutet gegenüber der Taylorſchen keinen Fortſchritt, ſondern nur den einfachſten 


Sonderfall, der daher im Unterricht zuerſt behandelt wird. 


Jean Baptiſte Joſeph Baron de Fourier, geb. 1768 zu Auxerre, geſt. 1830 zu 


Paris, ging 1798 mit Bonaparte nach Ägypten, war 1802—15 Präfekt des Iſere⸗ 


„ 


Departements, dann Privatmann, 1817 Mitglied der Akademie zu Paris. Beſonders 
bekannt iſt ſein Name durch die nach ihm benannten trigonometriſchen Reihen, durch 


die er willkürliche Funktionen darſtellte, und durch ſeine Theorie der Wärmeleitung. 


Huguſtin Louis Cauchy, geb. 1789 zu paris, geſt. 1857 zu Sceux, war 1848 —52 
Profeſſor an der Parijer Akademie. Sein Derdienjt beſteht hauptſächlich in der ſtren⸗ 
gen Begründung der Grundlagen der höheren Mathematik. 
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